Zahlentheorie — Uber GroBe und Teilbarkeit
Christian Bernert, 4. Oktober 2020

Einleitung

In diesem Skript geht es um die folgende sehr niitzliche Tatsache aus der Zahlentheorie:
Trick: Ist d eine natiirliche Zahl und n # 0 eine ganze Zahl mit d | n, so folgt d < |n]|.
"MWarnung!!! Die Bedingung n # 0 sollte hier nicht {ibersehen werden.

Wir wollen dieses Prinzip nun an einigen Aufgaben illustrieren.

Eine Aufgabe aus der Bundesrunde

Wir beginnen mit einer einfachen Aufgabe aus der Bundesrunde, die einige von euch
sicherlich noch gut kennen.

Aufgabe 1: Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die eine positive ganze
Zahl d mit der Eigenschaft existiert, dass n durch d teilbar ist sowie n? +d? durch d?n +1
teilbar ist.

Wenn ihr die Aufgabe noch nicht kennt, versucht sie erst einmal selbst zu l6sen, bevor ihr
weiterlest.

Wie gehen wir bei einer solchen Aufgabe vor? Wir haben zwei Bedingungen, némlich
d|nund d?n +1 | n?+ d? Indem wir eine neue Variable einfithren, kénnen wir eine der
Bedingungen loswerden. Wir schreiben also n = d - k. Dann suchen wir ganze Zahlen d
und k mit

Pk 41| d*k* + d*
An dieser Stelle konnten wir schon unseren Trick benutzen und erhalten

Bk +1 < Pk + &2,

da beide Seiten positiv sind. Dies ist allerdings, wie man sich leicht iiberzeugt, noch
keine besonders starke Einschrankung. Die Strategie ist es also, die Teilbarkeitsbeziehung
vor der Anwendung des Tricks so zu manipulieren, dass die Zahl auf der rechten Seite
moglichst klein ist, sodass die Anwendung des Fakts ein moglichst starkes Resultat liefert.
Eine sehr niitzliche Beobachtung ist hier, das sich d*k?+d? faktorisieren lisst zu d*(k*+1).
Da d®k + 1 offensichtlich teilerfremd zu d ist, folgt also sogar d®k + 1| kK + 1.

Wiirden wir jetzt den Trick anwenden, erhielten wir d®k + 1 < k? + 1 oder #quivalent
k > d3. Dies ist schon interessant, aber immer noch nicht genug.
Stattdessen ziehen wir noch einmal d3k + 1 ab und erhalten

Pl + 1|k — k.

Der Vorteil ist nun, dass sich die rechte Seite wieder faktorisieren lisst als k(k — d*). Da
auch k teilerfremd zu d®k + 1 ist, folgt sofort

Ph+1|k—d

Wegen k > d? ist die rechte Seite nicht negativ, sie ist aber offensichtlich kleiner als & und
damit auch kleiner als d®k+ 1. Nach Anwendung des Tricks ist also die einzige verbliebene
Méglichkeit k = d® und somit n = d*. Damit ist die Aufgabe im Wesentlichen gelést. [
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Eine Aufgabe aus der Chinesischen Miadchenolympiade

Nachdem wir jetzt aufgewarmt sind, versuchen wir eine etwas hértere Nuss zu knacken.

Aufgabe 2: Es seien p und ¢ Primzahlen mit p < q. Zeige

geT(pl—1,¢! = 1) < pp/3.

Wir versuchen zunéchst den merkwiirdigen Ausdruck p?/3 auf der rechten Seite zu igno-
rieren und eine moglichst gute Schranke fiir die linke Seite zu finden. Dazu bezeichnen
wir diese mit d. Es ist also d ein Teiler von p! — 1 und von ¢! — 1.

Mit unserem Fakt folgt sofort d < ¢!. An dieser Stelle lohnt es sich etwas {iber die Gréfie
von Fakultidten nachzudenken. Einige von euch kennen vielleicht die Stirlingsche For-
mel, die besagt, dass fiir grofle n asymptotisch

n! ~V2mn (2)
e

gilt, wobei die Notation bedeutet, dass der Quotient der beiden Seiten fiir n — oo gegen
1 geht. Wer es ganz genau wissen mochte, kann versuchen sich die fiir alle n > 0 exakte
Abschétzung

n! 1
D AR I p—

\/ﬁ(") 11n

e

1 < el/(2n+1)

zu merken. In der Praxis sind allerdings die ,,offensichtlichen“ Abschétzungen
nz <nl<n"

fiir n > 1 oft gut genug.

Ubung 1: Uberzeuge dich davon, dass die behaupteten Ungleichungen offensichtlich sind.
(Tipp fiir die untere Schranke: Betrachte k(n +1 — k).)

Die Stirlingsche Formel kann man sich dann in der weniger prézisen Form merken, dass
n! ,im Wesentlichen“ so grofl ist wie (%)n liegt, was bedeutet, dass die triviale obere

Schranke n™ gar nicht so schlecht ist.

Wir kommen nun zuriick zur chinesischen Aufgabe und verwenden die triviale obere
Schranke, um
d<q <q¢?<p?<p’

zu erhalten (mit dem Wissen im Hinterkopf, dass dies nicht wesentlich verbessert werden
kann). Damit haben wir die Aufgabe immerhin bereits geldst, falls ¢ < £ ist.

Falls ¢ allerdings wesentlich grofler ist, miissen wir uns eine neue Idee iiberlegen. Die
Strategie ist es nun, moglichst kleine Vielfache von d zu ,erzeugen®, aus denen wir neue
Schranken ableiten konnen.

Dazu ist es niitzlich, die Bedingung zu p! =1 mod d und ¢! =1 mod d umzuschreiben.
Hier sehen wir bereits eine Moglichkeit: Wegen p > ¢ ist auch f]if eine ganze Zahl und es

gilt *';ii =1 mod d und wegen p! > ¢! folgt dann sofort

Kombinieren wir dies mit unserer vorherigen Abschitzung d < ¢! folgt sofort d? < p! < p?
und somit d < pP/2. Dies ist allerdings noch ein Stiick entfernt von der Behauptung.
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Man hétte auch die Abschétzung
d< —;:p(p—l)...(q—l—l) < pP1

verwenden konnen, was die Behauptung fiir ¢ > % zeigt. Auch hier bleibt allerdings der
Bereich £ < ¢ < %p iibrig.

Wie koénnen wir unser Argument noch optimieren? Eine natiirliche Idee ist es, (qpﬁ zu

betrachten. Fiir p > 2q ist dies ein Vielfaches von % = (2qq

wie zuvor folgt dann

), also eine ganze Zahl und

und somit

falls p > 2¢ ist. Kombiniert mit d < ¢! erhalten wir wiederum d°® < p! < p?, also d < p?/?
wie gewiinscht. Es bleibt allerdings immer noch der Bereich § < ¢ < % iibrig. Hier
benoétigen wir noch einen weiteren Trick:

Dazu betrachten wir die schon gezeigten Tatsachen d | ¢! — 1 und d | % — 1. Wie in der

ersten Aufgabe kénnen wir diese nun kombinieren zu

Der Vorteil ist, dass nun die Einsen verschwunden sind und wir einen gemeinsamen Faktor
der beiden Zahlen herausziehen kénnen. Tatsichlich wissen wir, dass beide Zahlen durch
(p—q)! teilbar sind und d zu p! und damit auch zu (p — ¢)! teilerfremd ist, also folgt sogar

q! b ¢ (p
d’(p—Q)!_q!(p—Q)!_(p—Q)! (q>'

Nun wollen wir wieder unseren Trick anwenden, allerdings ist zunéchst nicht vollkommen
klar, ob die rechte Seite positiv oder negativ ist. Sie kann zumindest nicht Null sein (dann
wiirde unser Trick gar nichts aussagen), denn (2) ist durch p teilbar, (pf—!q)! jedoch nicht.!

Damit folgt jetzt sicherlich
|
d<max< T ,(p>).
P—a)!" \q

¢! ) )
G =@ D g ) <@ <p <

wegen q < % und andererseits

() ()-=r

k

Dabei ist

falls p > 8 ist. Die Falle mit p < 8 kann man schliefSlich leicht per Hand {iberpriifen. [

'Hier benutzen wir, dass p eine Primzahl ist!



Eine Aufgabe aus der IMO

In der letzten Aufgabe haben wir gelernt, mit Fakultiten und Binomialkoeffizienten um-
zugehen. Aus der Abschéitzung (‘2) < 2P sieht man schon, dass Binomialkoeffizienten in
einem gewissen Sinne ,,viel kleiner® sind als Fakultdten, was sie zusammen mit der Tatsa-
che, dass sie ganze Zahlen sind?, zu einem sehr méchtigen Hilfsmittel macht, welches wir
im néchsten Abschnitt noch nutzen wollen. Zunéchst wollen wir aber noch eine andere
Aufgabe mit Fakultidten 16sen, bei der wir noch eine neue Perspektive kennenlernen.

Aufgabe 3: Finde alle Paare (k,n) positiver ganzer Zahlen mit
k= (2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" 1),

Wir haben soeben gelernt, wie wir die Grofle der linken Seite nach oben und nach unten
abschitzen konnen. Auch fiir die rechte Seite féllt uns sicherlich eine Moglichkeit ein, obere
und untere Schranken zu gewinnen. Da es sich aber bei n und k£ um zwei unabhéngige
Variablen handelt, werden wir damit alleine keinen Widerspruch erhalten konnen.

Stattdessen benutzen wir wiederum Teilbarkeit, um eine Groflenabschétzung zu erhalten,
allerdings auf eine andere Weise als zuvor.

Suchen wir grofle Teiler einer der beiden Seiten, so springt ins Auge, dass die rechte Seite
sehr oft durch 2 teilbar ist. Genauer gesagt ist der Faktor 2" — 2™ fiir m < n genau m-mal
durch 2 teilbar, die rechte Seite (und damit auch die linke Seite) ist also durch

n(n—1)

21‘22'23..'271—1:2 )

teilbar. Nun folgt also

n(n—1)

277 | kL
Eine billige Anwendung unseres Tricks wére hier keine gute Idee, denn wir kénnen viel
mehr dariiber aussagen, wie oft k! durch 2 teilbar ist. Unter den k Faktoren 1,2,... &k im

Produkt sind nédmlich genau [gj gerade Zahlen, genau L%J Vielfache von 4, genau FJ

8
Vielfache von 8 etc. Damit folgt, dass k! genau

-2 [

Mal durch 2 teilbar ist. Hier ist die rechte Seite sicherlich kleiner als g + % + g +-- =k,

n—1

also ergibt sich £ > % Jetzt kombinieren wir dies mit der Groflenabschétzung der

beiden Seiten und erhalten
2" > k! > <—n(n - 1)>

2
Nach Vereinfachen wird dies zu

16" > (@) "

und man sieht leicht, dass dies fiir halbwegs grofie n einen Widerspruch ergibt. Die iibrigen
kleinen Werte von n miissen dann noch durchprobiert werden.? O

n(n—1)
4

2Die Tatsache, dass dies aus der kombinatorischen Interpretation folgt, sollte man nicht unterschétzen!
3Es ist ein typisches Phinomen dieser Losungsmethode, dass sie nur fiir hinreichend groBe Werte der
Variablen funktioniert und einige kleine Fille gesondert betrachtet werden miissen. Es lohnt sich dann
zumeist, eine moglichst gute Abschitzung zu erreichen, um die Anzahl dieser kleinen Fille zu begrenzen.
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Wie viele Primzahlen gibt es?

Blode Frage, natiirlich unendlich viele. Das wusste schon Euklid. Aber wenn wir mit 7 (V)
die Anzahl der Primzahlen bis N bezeichnen, kénnen wir dann etwas iiber das Wachstum
der Funktion w(N) aussagen, wenn N grofler wird? GauB hat ohne Taschenrechner und
Computer grofle Tabellen von Primzahlen ausgerechnet und ist dariiber auf die Vermutung

N

N) ~
m(N) log N

gekommen (hier ist log N der natiirliche Logarithmus). Dieser sogenannte Primzahlsatz
ist aber sehr schwierig und wurde erst 1896 — also mehr als hundert Jahre nach Gaufl -
bewiesen.

Fiir einige Olympiadeaufgaben ist es niitzlich, zu wissen, wie grof§ w(NN) ungefdhr ist.
Dann darf dieser Primzahlsatz durchaus zitiert werden, wie bei der Stirlingschen Formel
geniigen aber oft auch einfachere Abschétzungen, mit denen wir uns hier beschéftigen
wollen.

Da es nicht einmal vollkommen offensichtlich ist, dass es unendlich viele Primzahlen gibt,
miissen wir hier allerdings natiirlicherweise etwas hérter arbeiten, um ein interessantes
Ergebnis zu erhalten.

Der Trick ist es wiederum, Binomialkoeffizienten zu betrachten, und zwar einen speziellen,
namlich ( N ) Wir wissen, dass dieser eine ganze Zahl ist und kénnen auch etwas iiber die

Grofle aussagen.

Ubung 2: Zeige
4N 2N
— < 4N,
N = (N) =

(Tipp: Betrachte die 2/N-te Zeile im Pascalschen Dreieck.)

Andererseits konnen wir etwas iiber die Primteiler von (2137 ) aussagen. Jede Primzahl
N < p < 2N kommt nédmlich mindestens einmal darin vor. Also folgt

H p < 4.

N<p<2N

Hier ist jeder Faktor auf der linken Seite mindestens NV und es gibt genau 7(2N) — 7(N)

Faktoren, also folgt
NTI'(QN)—W‘(N) < 4N

Damit folgt
m(2N) —7(N) < (log4) -

log N’

Zwischen N und 2N gibt es also hoéchstens log 4 - % Primzahlen. Mit ein wenig Rechen-

aufwand ldsst sich daraus nun leicht mit Induktion die Abschéitzung

N
log N

T(N)<2-

fiir N > 2 zeigen. Bis auf den Faktor 2 ist dies also genau die richtige GréBenordnung. *

4Tm Prinzip kann man in diesem Argument die Konstante 2 durch jede Konstante ¢ > log 4 ersetzen,
allerdings muss man umso mehr kleine Werte von N per Hand iiberpriifen, je kleiner man ¢ wéhlt.



Wollen wir auch eine untere Schranke fiir 7(V) erhalten, missen wir alle Primteiler von
(2]]\>] ) beriicksichtigen. Dazu kommen wir noch einmal auf die obige Bestimmung von v (n!)
zuriick, also der exakten Zweierpotenz, die n! teilt.

Ubung 3: Erweitere das Argument von oben zur Formel von Legendre: Die Zahl n! ist

=[5+ [3]+[3] -

Ubung 4: Folgere aus der Formel von Legendre, dass p”?((zzjvV ) < 2N fiir alle Primzahlen
p gilt.
Aus Ubung 4 folgt nun wie oben

Mal durch p teilbar.

p<2N
und damit N oN
2N) > log4 - —1=1log2- —
T(2N) = log log 2N ©8 log 2N
und damit
N) >log?2 - -2
m(N) = log log N
Wir fassen also zusammen, dass fiir N > 2 stets
N
log 2 - —-2<7m(N)<2-
©8 log N < 7(N) log N

gilt. Fiir praktische Anwendungen gentigt es oft auch schon zu wissen, dass es irgendwelche
Konstanten ¢, ¢y > 0 gibt mit
N N
<7(N)<cg- .
log N m(N) <2 log N
Diese Argumente kommen iibrigens im Wesentlichen vom russischen Mathematiker Tsche-

byschow, der Mitte des 19. Jahrhunderts eine Verfeinerung dieser Ideen benutzte um zu
zeigen, dass es zwischen N und 2N stets eine Primzahl gibt. Kannst du das auch?

C -

k% ok

Vielleicht sehen einige Argumente in diesem Skript sehr kompliziert aus und du hast das
Gefiihl, dass sie nur aus langen und nicht besonders eleganten Rechnungen bestehen?

Versuche, noch einmal von vorne zu lesen, aber diesmal alle Rechnungen zu ignorieren
und nur die entscheidenden Ideen zu verstehen. In den meisten Losungen sind das nur
sehr wenige, manchmal vielleicht sogar nur eine.

Versuche zu verstehen, wie man auf diese Idee kommt und warum sie so hilfreich fiir diese
Aufgabe ist. Das Ziel sollte sein, irgendwann sagen zu kénnen:

e Ich habe eine bestimmte Idee, was man bei dieser Aufgabe tun kann.

e Ich habe ein Bauchgefiihl, was mir sagt, dass der Rest der Losung jetzt ,nur noch*
eine Rechnung sein sollte.

e Ich fithle mich in der Lage, diese Rechnung auch alleine durchzufiihren.



