IMO-Herbstzirkus 2024: Rekursionen und erzeugende Funktionen
Christian Bernert

1 Lineare Rekursionen

In vielen mathematischen Problemen ist das Ergebnis eine Zahl, die von einem Parameter n
abhéngt, also eine Folge (a,)2,. Oft ist es moglich, einen rekursiven Zusammenhang zwischen
den Folgegliedern zu finden. Von Interesse ist aber in vielen Fillen eine explizite Form, also
eine Formel, die das n-te Folgeglied ausrechnet, ohne alle vorherigen bestimmen zu miissen.
In diesem ersten Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer einfachen Methode, die uns erméglich,
aus einer linearen Rekursion eine solche explizite Formel zu bestimmen.

Im néchsten Kapitel werden wir dann sehen, dass man die gleichen Probleme auch mit der
Methode der erzeugenden Funktionen 16sen kann. Diese sehen zwar zunéchst komplizierter aus,
erlauben uns aber letztlich, auch allgemeinere Rekursionen zu untersuchen und dort ebenfalls
in vielen Féllen eine explizite Formel zu bestimmen.

1.1 Homogene lineare Rekursionen

Wir untersuchen zunéchst homogene lineare Rekursionen. Damit meinen wir eine Rekursion
der Art

Qptd = Cd—1Qntd—1 + C4—20n4+d—2 + * - + Colp,

wobei (a,)2, die zu untersuchende Folge ist und die Zahlen ¢, ¢y, ..., cs—1 gegebene Koeffizi-
enten mit ¢y # 0. Die Zahl d wollen wir die Ldnge der Rekursion nennen, sie bestimmt, von
wie vielen der vorherigen Folgegliedern das néchste abhéngt.

Damit eine solche Folge eindeutig definiert ist, miissen wir zusétzlich zur Rekursionsgleichung
auch Startwerte bestimmen und zwar genau die d Werte ag, . . ., aq_1 — dann sind alle weiteren
durch die Rekursion daraus eindeutig bestimmt.

Ein prototypisches Beispiel ist die Fibonaccifolge (F,)%,, die durch die Startwerte
Fy =0, Fy =1 und die Rekursion F,, o = F,, .1 + F, fiir n > 0 definiert ist. Dies ist also
eine Rekursion der Linge 2 mit den Koeffizienten ¢y = ¢; = 1.

Die Fibonaccifolge beginnt mit 0, 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, . ...
und taucht als Losung in Fragestellungen in vielen verschiedenen Gebieten der Mathe-
matik auf.

Die Lucas-Folge (L,)>° , erfiillt die gleiche Rekursion L, s = L,+1 + L, wie die Fibo-
naccizahlen, hat allerdings andere Startwerte Ly = 2, L; = 1. Sie setzt sich also durch
2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123, 199, 322, 521, 843, . . . fort.

Zwei Folgen, die der gleichen Rekursion geniigen, kénnen also durchaus sehr unterschied-
lich aussehen. Wir werden aber herausfinden, dass sie sich doch in gewissen Aspekten
sehr dhnlich verhalten (zumindest deutlich dhnlicher als zwei Folgen mit den gleichen
Startwerten, aber unterschiedlichen Rekursionen).

Zur Bestimmung einer expliziten Formel untersuchen wir zunéchst den einfachsten Fall, den
einer Rekursion der Lénge 1:

Eine Rekursion der Lénge 1 ist von der Form a,,, = Aa, fiir einen Koeffizienten \. Die
explizite Form lésst sich dann sofort bestimmen zu a,, = A" - ag.

Motiviert von diesem Ergebnis und der Beobachtung, dass rekursiv definierte Folgen tendenziell
exponentiell wachsen, untersuchen wir, ob eine Folge der Form a,, = A" auch Lésung einer



langeren Rekursion
(ptd = Cd—10ntd—1 + Cd—20n+d—2 T * == + Colp

sein kann. Einsetzen zeigt, dass dies zu A" = cg_ A" 91 g o APHI72 oL g\ dquivalent
ist und damit (wegen A # 0) zu
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Entscheidend ist nun, dass diese Gleichung nicht mehr von n abhéngt, sondern lediglich von den
Koeffizienten der Rekursionsgleichung. Die Folge a,, = A" erfiillt also tatséchlich die Rekursion,
falls A eine Nullstelle des Polynoms

x4 — cd_lwd_l — cd_gxd_2 — =T —C

ist. Wir wollen diesen Ausdruck das charakteristische Polynom der Rekursion nennen. Wir
beachten, dass es nur von der Rekursionsgleichung und nicht von den Startwerten abhéngt.

Bei zufalliger Wahl der Startwerte ist es aber sicherlich eher unwahrscheinlich, dass unsere Folge
tatsdchlich von der Form a,, = A" fiir eine Nullstelle A des charakteristischen Polynoms ist.
An dieser Stelle rettet uns aber die Linearitdt der Rekursionsgleichung: Damit 16sen nédmlich
auch a, = «a - A" fiir beliebige Koeffizienten o und allgemeiner auch Summen

Ap =1 - AL+ F g - A

fiir beliebige Koeffizienten «y, ..., ay die Rekursionsgleichung, wenn Ay, ..., \; die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind.

Hier sind die Nullstellen durch die Rekursionsgleichung vorgegeben, aber die Koeffizienten o
diirfen wir frei wihlen. Hier haben wir d Freiheitsgrade — genauso viele, wie wir Startwerte
vorgegeben haben. Tatséchlich gibt uns jeder der d Startwerte eine lineare Gleichung, die die
Koeffizienten oy, . .., a4 erfiillen miissen. Wir miissen also lediglich ein lineares Gleichungssys-
tem aus d Gleichungen in d Variablen 16sen, um die Koeffizienten zu bestimmen.

Fiir die Fibonaccifolge (F;,) lautet das charakteristische Polynom x?—xz—1. Die Nullstellen
dieses quadratischen Polynoms sind \; = 1+T‘@ und Ay = %5
Mit dem Ansatz F,, = a;y - A\] + oo - A} erhalten wir aus den Startwerten

0= Fo = Q1 + Qo

1= F1 = /\10&1 + /\20[2.

Nach der ersten Gleichung ist also ay = —a; und damit wird die zweite Gleichung zu
L=ao1(A\ — Ao) = V5ay, also a; = \/ig und oy = —\/ig. Wir erhalten die Binet-Formel

fiir die Fibonaccifolge:
() - ()
F,=-" 2 7

V5

Ti ist, wobei ¢ = %5 ~ 1.618

der Goldene Schnitt ist. Genauer gesagt ist die Differenz immer kleiner als l und wird

Da ‘1 ‘[‘ < 1 gilt, sehen wir, dass F}, ziemlich nah bei

fiir grole n sogar beliebig klein. Damit konnen wir auch sehen, dass der Quotlent "“
immer ndher an den Goldenen Schnitt kommt, tatsdchlich ist diese Folge von Bruchen
115135, 5, In gewissem Sinne sogar die beste Approximation von ¢ durch Briiche.
Dies ist auch ein Grund, warum Fibonaccizahlen an vielen Stellen in der Natur (z.B. in

Sonnenblumen) ganz ohne Menscheneinwirkung auftauchen!

'Fiir Lineare-Algebra-Kenner: Die Menge der Folgen, die eine gegebene Rekursion lésen, bildet also einen
Vektorraum! Tatséichlich kann man die meisten der folgenden Argumente etwas eleganter in der Sprache der
linearen Algebra formulieren.



Auch wenn wir die explizite Form gewissermaflen iiber einen Ansatz ,,geraten” haben, ist
dies dennoch ein logisch korrekter Beweis des Ergebnisses: Wir haben uns iiberlegt, dass
jede Folge der Form

by =00 - A/ + - F+ag- A

die gleiche Rekursion wie a,, erfiillt. Kénnen wir die Koeffizienten ayq, ..., ag so wéahlen,
dass ag = by, a; = by,...,aq_1 = bg_1 gilt, d.h. die beiden Folgen stimmen auf den ersten
d Werten iiberein, so stimmen sie auch automatisch iiberall {iberein, denn eine Folge ist
durch die Rekursionsgleichung und die Startwerte eindeutig bestimmt!

J

Die einzige Frage, die bei diesem Vorgehen zunéchst offen bleibt, ist, ob es stets moglich ist,
geeignete Koeffizienten zu finden. Zumindest, wenn das charakteristische Polynom tatséchlich
d verschiedene Nullstellen hat, ist dies tatsdchlich immer der Fall:

7~

Satz (Losungsformel fiir homogene lineare Rekursionen): Ist eine Rekursion
Qntd = Cd—1Gnid—1~+- - -+ Coa, gegeben, deren charakteristisches Polynom 2 —cq_297! —
-+ - — ¢g verschiedene Nullstellen Aq,..., \; hat, so ist jede Losung dieser Rekursion (mit

beliebigen Startwerten) von der Form unseres Ansatzes:

an=a1->\’f+---+ad-)\§

Beweis: Mit anderen Worten miissen wir zeigen, dass fiir beliebige Startwerte ag, . .., aq_1
das lineare Gleichungssystem

Oél‘f‘"'—'—Oéd:a()
Oél)\l—F"‘—i‘Oéd)\d:CLl
A + -+ g\l = ay

d—1 d-1
AT+t ag\y = A

eine Losung besitzt. Dies ergibt sich leicht mit etwas linearer Algebra. Da wir hier elemen-
tar argumentieren wollen, wird der Beweis etwas umstandlicher: Das Gleichungssystem
ist sicherlich dquivalent dazu, dass fiir jedes Polynom P(z) = tg + tjx + -+ + tg_qz?t
von Grad hochstens d — 1 gilt:

Oélp(/\l) + -+ ozdP()\d) = toao + t1a1 + -+ td_lad_l

(warum?). Bekanntlich ist ein Polynom von Grad héchstens d — 1 durch die Werte an d
verschiedenen Stellen eindeutig bestimmt. Insbesondere gibt es Polynome P;(x) von Grad
d —1 mit P;(\;) =1 und P;()\;) = 0 sonst, ndmlich

Hj;éi(x - )
Hj;éi Ai — )‘j 7

und wir kénnen jedes Polynom P von Grad hochstens d—1 als Linearkombination P(x) =
% | P(\)P;(z) dieser Polynome schreiben. Damit geniigt es nun wegen der Linearitiit,
die Bedingung fiir die Polynome P = P; zu erfiillen. Dann steht links aber einfach «;
und rechts ein Ausdruck, der von den Koeffizienten von P; abhéngt, wir kénnen «; also
einfach genau so wéhlen. O

P(x) =

In der Praxis wird man diesen Satz natiirlich meist nicht zitieren, weil man ja ohnehin die
Koeffizienten ausrechnen muss. Dies wird man wiederum auch eher durch konkretes Losen des



Gleichungssystems und nicht abstrakt wie im vorigen Beweis tun. Es ist aber gut zu wissen,
dass dies immer funktionieren wird.

Die Nullstellen Aq, ..., \; diirfen {ibrigens durchaus auch komplexe Zahlen sein, auch wenn die
urspriingliche Folge nur aus reellen Zahlen besteht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Die Folge (a,)?, definiert durch die Startwerte ag = 1,47 = 2 sowie die Rekursion
Apyo = 4a,.1 — da, hat das charakteristische Polynom 2% — 4x + 5 mit den Nullstellen
A1 =2+4und Ay = 2 — 4. Mit dem Ansatz a, = oy - A\ + ag - A} ergeben sich aus den
Startwerten die Bedingungen o +ap = 1 sowie o (2+14) +az(2—1) = 2, also oy = g = %
und damit a, = w Auch wenn in der expliziten Formel also komplexe Zahlen

vorkommen, setzt sich die Folge vollstdndig mit reellen (sogar ganzen) Zahlen fort:
1,2,3,2,—-7,—-38, —117, —278, =527, =718, —237,2642, . ..

Wir sehen aber, dass sich diese durchaus ,chaotischer” verhélt als die Fibonacci-Folge.
Wer mit der Geometrie der komplexen Zahlenebene etwas vertraut ist, kann sich dieses
unterschiedliche Verhalten vielleicht sogar erkléren...

1.2 Der allgemeine Fall

Ein entscheidender Schritt unserer Methode ist es, die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms zu bestimmen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es zumindest in den kom-
plexen Zahlen tatséchlich auch immer d Nullstellen. Allerdings gibt es fiir Polynomgleichungen
hoheren Grades keine allgemeine Losungsformel mehr, es ist also nicht unbedingt moglich, die
Nullstellen explizit zu bestimmen. In der Praxis hofft man vielleicht, einige Nullstellen raten zu
konnen und durch Polynomdivision auf eine Gleichung kleineren Grades zu kommen, die wir
schliefllich allgemein 16sen kénnen.

Ein schwerwiegenderes theoretisches Problem unserer bisherigen Methode ist aber die Annah-
me, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms paarweise verschieden sind. Im Allge-
meinen kann es sicherlich vorkommen, dass eine Nullstelle mehrfach vorkommt, was dann zum
Scheitern unseres Vorgehens fiithren kann:

Die Folge (a,)3, definiert durch die Startwerte ag = 4, a1 = 6, a2 = 9 sowie die Rekursion
Uny3 = 40,49 — Sapyq + 2a, hat das charakteristische Polynom x® — 422 + 5o — 2 =
(r — 1)*(z — 2). Wir haben also nur zwei Nullstellen A\; = 2 und Ay = 1, weil letztere
doppelt vorkommt. Der Ansatz a,, = ag-A\] +a-\§ = a3 -2" +ay fiihrt zusammen mit den
Startwerten zu den Bedingungen 4 = oy + asn, 6 = 204 + g sowie 9 = 4oy + g, welches
keine Losung besitzt. Wir konnten zwar oy = oy = 2 wihlen, sodass die resultierende
Folge 2 - 2" + 2 die richtigen Werte a; und a, hétte. Diese wiirde dann aber statt a3 =9
den Wert 10 vorschlagen.

Das Problem im vorigen Beispiel ist, dass wir bei einer doppelten Nullstelle weniger als d ver-
schiedene Nullstellen haben und damit in unserem resultierenden Gleichungssystem weiterhin
d Gleichungen, aber nur noch d — 1 Koeffizienten haben.

Zwar kann es zufillig passieren, dass dieses System weiterhin losbar ist (wie es etwa bei den
Startwerten 4,6, 10 im vorigen Beispiel der Fall gewesen wire, sodass wir tatséchlich die expli-
zite Form 2 - 2" 4 2 erhalten hétten), aber im Allgemeinen wird ein solches Gleichungssystem
iiberbestimmt sein und keine Losung mehr besitzen.

Die Losung dieses Problems ist, mehr Losungstypen zu ,raten“, um bei der Bestimmung der
Koeffizienten wieder mehr Freiheitsgrade zur Verfiigung zu haben. Was zu tun ist, sehen wir
am besten am einfachsten Beispiel:



Die Rekursion a,4s = 2a,.1 — a, hat charakteristisches Polynom 2% — 2z +1 = (x — 1)2.
Sicherlich erfiillen konstante Funktionen a, = o die Losung, aber auch a, = n ist eine
Losung und allgemeiner beliebige lineare Polynome an + b.

Genauso ist (an + b)A\" eine Losung der Rekursion a, .o = 2Aa,,1 — A%a, mit charakte-
ristischem Polynom (z — \)?.

Diese Beobachtung lasst sich verallgemeinern:

Beobachtung: Hat das charakteristische Polynom der Rekursion einer Folge (a,) die
k-fache Nullstelle A, so ist a, = P(n)\" fiir jedes Polynom P von Grad hochstens k — 1
eine Losung der Rekursion.

Fiir den Beweis ist es niitzlich, den verallgemeinerten Differenzoperator einzufithren: Fiir ein
Polynom P(z) = cqz? + c4_1241 + -+ + ¢12 + ¢o und eine Folge (a,,), definieren wir dazu
eine neue Folge (Apa,)s,

Apay, = C4lniq + Ca—10n1d—1 + =+ + Coln.

Ein wichtiges Beispiel sind die sogenannten finiten Differenzen einer Folge, die durch die
Vorschrift Ay = A,_q)x definiert sind. Beispielsweise ist Aa, := Aja, = an11 — ap.
Rekursionsgleichungen kénnen wir nun kompakt schreiben als Aga, = 0, wenn ) das charak-
teristische Polynom der Rekursion ist.

Eine fundamentale Eigenschaft, die man direkt durch Einsetzen nachpriifen kann, ist, dass
Apga, = Ap(Agay,) gilt, d.h. den Differenzoperator bzgl. des Produkts zweier Polynome an-
zuwenden, ist das gleiche, wie die beiden einzelnen hintereinander auszufiihren. Insbesondere
erhalten wir, dass die k-te finite Differenz

k k
Ak‘an = Apyk — (1>a/n+k1 + (2) Aptk—2 — —+ Qy,

iibereinstimmt mit der k-maligen Anwendung A* von A = A;.

Ist insbesondere a,, = P(n) fiir ein Polynom P von Grad d, so ist (Nachrechnen!) die Differen-
zenfolge Aa, = any1 — a, = P(n+ 1) — P(n) ein Polynom von Grad d — 1 und induktiv A*a,
ein Polynom von Grad d — k, insbesondere ist A%a,, konstant und A% 'a, die Nullfolge.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich nun unmittelbar die (auch in anderen Zusammenhingen
interessante) Identitét

P(n+k)— (T)P(n—i—k—l)—k <I;)P(n+k¢—2)—---j:P(n):O,

falls P ein Polynom von Grad héchstens k — 1 ist.
Nun haben wir alle Zutaten fiir den Beweis zusammen:

Beweis der Beobachtung: Indem wir a,, durch a,/\" ersetzen, konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass A = 1 gilt. Ist () das charakteristische Polynom der Rekursion, so gilt
nach Annahme Q(x) = (x — 1)*R(z) fiir ein Polynom R. Wir wollen AgP(n) = 0 zeigen.
Wegen Ay = AgpAy geniigt es sicherlich AyP(n) = 0 zu zeigen. Dies ist aber genau die
oben hergeleitete Tatsache, weil der Grad von P hochstens k — 1 ist. O]

\. J

Damit haben wir nun wieder genug Parameter in unserem Ansatz, um auch im allgemeinen Fall
so viele Freiheitsgrade wie Startwert-Bedingungen zu erhalten, dass unser Gleichungssystem
16sbar ist:



»Rezept* zum Losen homogener linearer Rekursionen:

e Wir wollen zu einer Rekursion a, 14 = ¢4_1G,4+4-1+ - - - + coa,, mit gegebenen Start-

ii)

iii)

iv)

Lediglich den Beweis der Losbarkeit in Schritt iv) miissen wir an dieser Stelle auf den néchsten
Abschnitt verschieben. Wie auch im vorherigen Fall der verschiedenen Nullstellen ist dieser aber
praktisch nicht relevant, da wir im konkreten Fall einfach explizit die Losungen bestimmen —
wie zuvor ist dann auch tatséchlich sofort bewiesen, dass die so konstruierte explizite Form

werten ag, ay,...,aq_1 eine Losung bestimmen.
Wir berechnen zuniichst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms z? —
cg_12% ' — -« — cix — co. Zihlen wir diese mit Vielfachheiten, gibt es zumindest

iiber den komplexen Zahlen tatsédchlich auch genau d solche Nullstellen.

Fiir einfache Nullstellen A bleiben wir beim Ansatz « - \". Fiir doppelte Nullstellen
verwenden wir nun den Ansatz (an + ) - A" und allgemein bei k-fachen Nullstellen
den Ansatz Py(n) - A", wobei P ein Polynom von Grad hochstens k — 1 ist.

Die allgemeine Losung der Rekursion ist dann von der Art
Py, (n) - A} + -+ Py (n) - AJ,

wenn Ap, ..., A; die verschiedenen Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind.
Fiir £ = 1 verwenden wir einfach Py, = « als konstantes Polynom. In jedem Fall
haben wir genau k Koeffizienten in P, zur Wahl, insgesamt also genau so viele
Koeffizienten wie die Summe der Vielfachheiten der Nullstellen, also genau d.

Setzen wir nun die d Anfangsbedingungen ein, erhalten wir ein System aus d linearen
Gleichungen in d Variablen, welches eine eindeutige Losung besitzt.

unsere Folge korrekt beschreibt!

In unserem Beispiel von oben mit ag = 4,a; = 6,a, = 9 und der Rekursion a,,3 =
40,9 — Dapy1 + 2a, hatten wir das charakterische Polynom (x — 1)*(x — 2) mit der
einfachen Nullstelle Ay = 2 und der doppelten Nullstelle Ay = 1. Wir sollten also als
Ansatz

a- AN+ (Bn+7) Ay =a- 2"+ fn+y

wahlen. Aus den Startwerten ergeben sich nun die Gleichungen

a+y=4
20+ +7=6
da+28+~v=9

mit der eindeutigen Losung o = =1,y = 3, also die Losung a,, = 2" + n + 3.

1.3 Inhomogene Rekursionen

Zuletzt wollen wir noch an einem Beispiel sehen, wie wir auch inhomogene Rekursionen losen

konnen:

Eine Folge sei rekursiv definiert durch a,,o = 2a, — a1 + 1. Die +1 am Ende sorgt
dafiir, dass wir unser Konzept von eben nicht mehr anwenden kénnen. Wir kénnen aber
den folgenden Trick verwenden:




Es gilt auch a,13 = 24,41 — api2 + 1. Nun konnen wir beide Gleichungen voneinander
abziehen und erhalten

Ap43 — Apy2 = (2an+1 - an+2) - (2an - an—l—l);

was sich zu
Apy3 = 3an+1 — 2ay

vereinfachen lidsst. Wir sind also die +1 losgeworden, aber haben dafiir die Lénge der Re-
kursion um 1 erhcht. Allgemeiner kann man auf diese Weise den Grad eines inhomogenen
Terms um 1 verkleinern, falls dieser ein Polynom in n ist. Ggf. muss man diesen Trick also
wiederholt anwenden. Das charakteristische Polynom ist nun 2% —3z+2 = (z—1)?(x+2)
und wir erhalten die allgemeine Losung a,, = o+ (—2)" + fn+, in die wir nun die Start-
werte einsetzen konnen. Allerdings miissen wir zunéchst noch einen weiteren Startwert
der urspriinglichen Folge berechnen, weil wir die Lédnge unserer Rekursion ja kiinstlich
um 1 verlédngert haben.

1.4 Aufgaben

Aufgabe 1.1: Bestimme eine explizite Formel fiir die Lucas-Zahlen L,,.

Aufgabe 1.2: Gegeben sei die Folge (a,,) durch ay = —4,a; = —7 und a,, 1o = ba, 41 — 6a, fir
n > 0. Zeige, dass es unendlich viele n gibt, fiir die a,, eine zusammengesetzte positive ganze
Zahl ist.

Aufgabe 1.3: Sei n eine natiirliche Zahl. Berechne

e A

Kannst du auch einen kombinatorischen Beweis finden?

Die Idee der folgenden beiden (offen gestellten) Aufgaben ist es, ein Gefiihl dafiir zu entwickeln,
dass je nach zu untersuchender Fragestellung explizite Form, Rekursion oder andere Darstel-
lungen einer Folge hilfreicher sein kénnen:

Aufgabe 1.4: Beweise die Catalan-Identitdit
FrinEpp = F2 — (=1)™" 2,

(Der Fall n =1, also Fy,, 11 Fy,1 — F2 = (—1)™ wird auch als Cassini-Identitit bezeichnet.)
Versuche dabei, die Rechnungen so iibersichtlich wie moglich zu halten.

Fertige (ggf. auch durch Recherche in Biichern oder im Internet) eine Liste mit weiteren Ei-
genschaften der Fibonaccizahlen an (Teilbarkeiten, Identitéten,...) und iiberlege jeweils, ob sich
diese eher aus der Rekursionsgleichung oder der expliziten Form beweisen lassen.

Aufgabe 1.5: Sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass es ein Polynom T, gibt, sodass T,(cos a) =
cos(na) fiir alle Winkel « gilt (7;, heifit Tschebyschow-Polynom). Finde eine Rekursion fiir die
Folge (T,,) von Polynomen. Kannst du auch eine ,explizite Form* finden?

Berechne die ersten 8 Polynome und versuche moglichst viele Beobachtungen zu sammeln
(z.B. iiber Grad, Koeffizienten, Werte,...). Welche davon lassen sich am besten mithilfe der
urspriinglichen Definition, welche mithilfe der Rekursion und welche mithilfe der expliziten
Formel zeigen?

Aufgabe 1.6: Sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass

m 2 2n 3 2n
<2 sin g) + (2 sin 77T> + <2 sin ;)

eine ganze Zahl ist, die durch 7131 teilbar ist.



2 FErzeugende Funktionen

Im letzten Abschnitt haben wir eine Methode zur Losung linearer Rekursionen kennengelernt,
die darauf beruht, geniigend verschiedene Losungsfolgen zu ,raten, um dann die gesuchte
Folge als Linearkombination solcher Folgen in Abhéngigkeit von den Startwerten schreiben zu
konnen.

In diesem Abschnitt wollen wir einen systematischeren Zugang kennenlernen, den der erzeu-
genden Funktionen. Dieser wird uns erlauben, die Ergebnisse des ersten Abschnitts neu zu
interpretieren, aber auch allgemeinere Probleme zu untersuchen.

2.1 Was sind erzeugende Funktionen?

Folgen bestehen (typischerweise) aus unendlich vielen Zahlen. Erzeugende Funktionen sind eine
Moéglichkeit, die Information dieser unendlich vielen Zahlen in einem Objekt zu speichern.
Zu einer Folge (a,)5%, definieren wir ihre erzeugende Funktion

A(z) :Zan$”:a0+a1x+a2$2+....
n=0

Die Notation A(zx) suggeriert, dass dies eine Funktion von z ist, in die wir (dhnlich wie
z.B. bei einem Polynom) Werte von z einsetzen konnen und Zahlenwerte herausbekom-
men. Anders als bei einem Polynom (bei dem es nur endlich viele Summanden gibt)
miisste man sich dann allerdings zunéchst Gedanken dariiber machen, ob diese unend-
liche Summe einen sinnvollen Zahlenwert hat (ob sie also konvergiert) bzw. fiir welche
Werte von x dies der Fall ist. Dies fithrt dann zum Gebiet der mathematischen Analy-
sis und wird hier nicht weiter verfolgt. Stattdessen wollen wir die erzeugende Funktion
wirklich allein als formales Objekt verstehen.® In gewissem Sinne ist eine solche formale
Potenzreihe damit zundchst nichts anderes als die Folge ihrer Koeffizienten — und damit
die urspriingliche Folge (a,,)5%, selbst.

i innv z i wie >°°7 nlz™ zu betrach-
“Insbesondere ist es dann durchaus sinnvoll, auch erzeugende Funktionen wie )~ ,
ten, die fiir keinen Wert von = (aufler 0) konvergieren.

Was ist dann aber der Mehrwert der erzeugenden Funktion gegeniiber der urspriinglichen Folge?
Bevor wir diese Frage beantworten, untersuchen wir zunéchst einige Rechenoperationen, die wir
auch mit den urspriinglichen Folgen durchgefiihrt haben.

-

Haben wir zwei formale Potenzreihen A(z) = > 7 ja,2™ und B(z) = >~ b,a™, so ist

die Summe A(z)+ B(z) (per Definition) die erzeugende Funktion der Folge (a, + b,)5%

o0

A(x) + B(z) == Z(an + by)z".

n=0

Analog konnen wir zu einer Zahl ¢ auch cA(x) als die erzeugende Funktion der Folge
(can)2, definieren:

cA(z) = annx".
n=0

Oben hatten wir die Analogie von formalen Potenzreihen zu Polynomen erwihnt. Tatséchlich
sind Polynome Spezialfille von formalen Potenzreihen, wenn wir Folgen betrachten, die ab
irgendeinem Punkt 0 werden: Zum Beispiel ist gehort zur Folge (1, 3,0,2,0,0,0,...) als erzeu-
gende Funktion das Polynom 1 + 3z + 2z3.



Bei Polynomen gibt es nun aber auch eine weitere wichtige Operation neben der Addition und
der Multiplikation eines Polynoms mit einer Zahl, ndmlich die Multiplikation von Polynomen:
Multiplizieren wir in einem Produkt

(ap + a1z + aow® + - - - + apa®™) (by + by + box® + - - - + byz’)

alle Terme aus und gruppieren die mit der gleichen Potenz von x zusammen, erhalten wir wieder
ein Polynom und zwar

aoby + (apby + a1by)z + (agbs + a1by + azbo)JUQ + oo 4 agbp
Allgemein erhalten wir den Koeffizienten von z" als
aobn + Clen71 + Clgbnfg + -+ anbo,

also genau die Summe der Terme a;b;, wo die Summe ¢+ j gleich n ist. Dabei kénnen einige Ter-
me fehlen, wenn die entsprechenden Indizes groler als der Grad der Polynome sind. Wir kénnen
die entsprechenden Koeffizienten aber einfach auf Null setzen, dann ist der obige Ausdruck in
jedem Fall richtig. Fiir formale Potenzreihen kénnen wir nun exakt das gleiche tun:

7

Wir definieren das Produkt zweier formaler Potenzreihen A(z) = > ja,z" und B(z) =
Yo g bnx™ als die erzeugende Funktion

A(x)B(x) := Z Cpa™
n=0
der Folge

Cp = Z aibj = aobn + albn_l +--+ CLnbg.
i+j=n

Entscheidend ist, dass auch bei den unendlichen Potenzreihen jeder Koeffizient des Pro-
dukts nur von endlich vielen Koeffizienten der Faktoren abhéngt. Wir miissen also zu
keinem Zeitpunkt unendliche Summen berechnen!

Natiirlich hdtten wir auch einfach fiir zwei Folgen (ag, ay,...) und (bg, by, ...) ihr Produkt als
die Folge (apby, apb + a1bg, agbs + a1by + asby, ... ) definieren konnen, aber dies wire eine sehr
komische Definition gewesen, die erst im Kontext der formalen Potenzreihen sinnvoll aussieht.
Zum Beispiel wire es bei dieser Definition fast wie ein Wunder erschienen, dass die beiden
Produkte (A(z)B(x))C(z) und A(z)(B(z)C(x)) tibereinstimmen, wihrend uns dies ausgehend
von der Uberlegung zu Polynomen nicht iiberraschen sollte.

Als erste Anwendung wollen wir die Operationen aus dem letzten Abschnitt in die Sprache von
erzeugenden Funktionen iibertragen.

Beispielsweise konnen wir fiir eine beliebige formale Potenzreihe A(z) = Y, a,z™ nun die
Potenzreihe

(1 —2)A(z) = ag + (a1 — ag)x + (ay — a)z* + (ag — az)2® + . ..

betrachten, die (bis auf den ersten Wert) genau die finiten Differenzen der Folge (a,)32, als
Koeffizienten enthélt: Es ist (1 — x)A(z) = ap + zB(x), wenn B die erzeugende Funktion der
Folge Aa,, ist.

Allgemeiner kénnen wir untersuchen, was fiir ein beliebiges Polynom P(x) = cqz¢+- - -+ci1z+co
von Grad d die Reihe P(z)A(z) ist: Nach Definition ist der Koeffizient von 2"+ hier einfach

Colpid + C10pyg—1 + -+ + CaQp,

9



also genau Apa,, wenn P(x) = cox? + c;o?! + - + ¢4 das zu P reziproke Polynom ist, bei
dem die Reihenfolge der Koeffizienten gegeniiber P also genau umgekehrt wird.

Ab dem Koeffizienten von x¢ stimmt die Reihe P(z)A(z) also mit der Folge Apa,, iiberein!
Ist insbesondere (a,,)2, eine rekursive Folge der Lénge d mit charakteristischem Polynom P,
so ist P(x) - A(z) ein Polynom von Grad hochstens d — 1.

Als Beispiel sehen wir die Gleichheit
1—-2)1+z+2°+2°+...)=1,

die vielen wahrscheinlich in der Form

1
1—=x

l+a+a+a2°+- =

als geometrische Reihe bekannt ist. Allerdings ist es dann meist so gemeint, dass fiir
bestimmte Werte von z (meist |z| < 1) der Wert der unendlichen Reihe auf der linken
Seite bei Einsetzen von z gleich der Zahl ﬁ ist.

In unserer Situation meinen wir dies aber einfach im Sinne der Definition des Produkts
oben: Wenn wir die formale Potenzreihe 14+ z+ 2%+ +. .. und die Reihe 1 —z (also die
erzeugende Funktion der Folge (1,—1,0,0,0,...) multiplizieren, erhalten wir die Reihe 1
(also die erzeugende Funktion der Folge (1,0,0,...)).

Es ist dennoch erstrebenswert, auch Ausdriicke wie %w verwenden zu konnen. Allgemeiner

1
konnen wir uns fragen, wann ein Ausdruck A(lz) wieder als Potenzreihe interpretiert werden

kann. Zu welchen A(z) gibt es eine Reihe B(z) mit A(z)B(x) = 1, also einen Kehrwert zu A?

~ ~

1

Satz: Eine Potenzreihe A(xz) = ) a,z™ hat genau dann einen Kehrwert B(z) =

A(z)?
also eine Potenzreihe B(z) =Y > b,a™ mit A(x)B(z) = 1, wenn ag # 0 ist.
Wir sagen auch, dass A(x) invertierbar ist.
Beweis: Wir suchen also eine Folge (b,,)72, fiir das die Folge (¢, )52, mit ¢, =), \jn @ib;
die Bedingung ¢y = 1 und ¢; = ¢3 = - - - = 0 erfiillt.

Die erste Bedingung sagt also agby = 1. Ist ap = 0, konnen wir also sicherlich schon einmal
kein Inverses finden. Sonst definiert diese Gleichung by eindeutig. Die néchste Bedingung
ist dann agb; +a,1by = 0. Hier ist alles aufler by bereits festgelegt. Wegen ay # 0 kénnen wir
diese Gleichung nach b; auflésen. Die néchste Bedingung ist dann agby + a1b1 + asby = 0.
Auch hier ist alles aufler by bereits festgelegt, wegen ag # 0 kénnen wir dann auch by so
bestimmen, dass die Gleichung gilt. Dies kénnen wir iterativ so fortfiithren, die Bedingung

¢, = 0 ergibt immer eine lineare Bedingung fiir b,, mit Koeffizient ag # 0. O
Von nun an diirfen wir also auch Ausdriicke wie % verwenden, falls B(z) die Bedingung aus

dem obigen Satz erfiillt, also einen konstanten Koeffizienten verschieden von Null hat. Dies ist
insbesondere immer der Fall fiir P(x), wenn P das charakteristische Polynom einer Rekursion
ist, denn dann ist der Leitkoeffizient von P und damit der konstante Koeffizient von P immer
gleich 1.
Man iiberzeugt sich dann leicht davon, dass man mit diesen Ausdriicken genauso wie mit
Briichen rechnen kann, z.B. gilt

A(x) . C(z) A(x)D(x)+ B(x)C(z)

B(z)  D(x) B(z)D(x) ’
falls B(z) und D invertierbar sind (dann ist tatséchlich auch B(x)D(x) invertierbar!)
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Aus unseren obigen Uberlegungen folgt nun, dass wir die erzeugende Funktion einer

rekursiven Folge (a,)%, der Linge d als A(z) = % schreiben koénnen, wenn P(x)

reziprok zum charakteristischen Polynom der Rekursionsgleichung und @(z) ein Polynom
von Grad hochstens d — 1 (abhéngig von den Startwerten) ist.

Als Beispiel wollen wir die erzeugende Funktion F'(z) der Fibonaccifolge (F,)5, bestim-
men. Das charakteristische Polynom ist 22 — 2z — 1, das reziproke Polynom also 1 —z — 2.
Es ist

(1—z—2)F(z) = Fo+(Fi—Fy)z+(Fy— Py — Fy) 2’ 4+ (Fs— Fy— F))a +- - = Fy+(Fy—Fy)z
und damit

_F0+(F1—F0)ZB_ X
 l—xz—22  1—x—a2

F(z)
Fiir die Lucas-Folge (L)%, wiirden wir analog die erzeugende Funktion

_L0+<L1—LQ>$_ 2—x
N 1—z—22 1l —x—22

L(x)

erhalten.

Damit haben wir nun eine effiziente Methode, die erzeugende Funktion einer rekursiven Folge
zu bestimmen. Wie hilft uns das jedoch, um eine explizite Form der Folge zu berechnen?

Das entscheidende Stichwort ist hier Partialbruchzerlegung. Dies erlaubt uns, eine rationale

Funktion % als Summe von einfacheren Ausdriicken zu zerlegen.

Beispiel: Die Folge (a,)2, sei gegeben durch ag = 0,a; = 1 sowie die Rekursion a,, 2 =
5any+1 — 6a,. Das charakteristische Polynom ist % — 52+ 6 = (z —2)(x — 3), das reziproke
Polynom also 1 — 5x + 62 = (1 — 2x)(1 — 3x). Damit erfiillt die erzeugende Funktion

(1 — 5z 4 62 A(x) = ag + (a; — bag)z + (ay — 5ay + 6ag)x® + -+ = ag + (a1 — 5ag)r = =,

also

x B x (1 =22)-(1-3x) 1 1

A(z)

T 1—bx+622 (1—2x)(1—3x) (1—22)(1—3z) 1—3z 1-—2z

Wir haben die Reihe A(x), deren Darstellung zunéchst ein quadratisches Polynom im
Nenner hatte, also durch geschickte Umformung als eine Summe von zwei Termen ge-
schrieben, bei denen nur noch ein linearer Ausdruck im Nenner steht. Wie bei der geo-
metrischen Reihe {iberzeugt man sich nun leicht davon, dass

_ 2 3 _
1_3x—1+3x—|—9x + 27w +---_;3”x“

und analog ﬁ =" ,2"z" ist. Insgesamt erhalten wir damit a,, = 3" — 2".

Dies ist natiirlich kompatibel mit den Ergebnissen des ersten Abschnitts, die uns aus den
Nullstellen des charakteristischen Polynoms auf die Formel a,, = a1 - 3" + ag - 2" schlieflen
lassen. Wir iiberlegen uns jetzt, dass eine geschickte Umformung der rationalen Funktion wie
im vorigen Beispiel immer moglich ist. Dazu zeigen wir zunéchst:

11



Allgemeine Partialbruchzerlegung: Sind Q(z) und P(z) Polynome mit deg@ <
deg P und hat P die Faktorisierung P(z) = P (z)Py(z) ... Py(x) in paarweise teilerfremde

Polynome Py, ..., P, (also ohne gemeinsamen Faktor), so gibt es eindeutige Polynome
Q1(x),...,Qr(r) mit deg Q; < deg F;, fiir die

Q) Q) Qi) , ., @)

P(z) Pi(z) Pi(z)  Pi(x) Py(z)
gilt.

Beweis: Nach Induktion iiber k geniigt es den Fall £ = 2 zu betrachten. Wegen der
Teilerfremdheit von P; und P, gibt es dann Polynome A;(x) und Az (z) mit Ay(x)Py(z)+
A;(z)Py(z) = 1. Dies ldsst sich wie bei teilerfremden ganzen Zahlen (Lemma von Bézout)
mit dem Euklidischen Algorithmus zeigen. Hier muss man die Division von ganzen Zahlen
mit Rest durch Polynomdivision mit Rest ersetzen. Anders formuliert gilt also:

Damit ergibt sich jetzt

Q) _ Al | Aln)Q)
P(x) Pi(x) Py(x)

Hier konnen wir die Zahler auf der rechten Seite mit Rest durch P, bzw. P teilen.
Definieren wir )7 und @), als die Reste, so gilt automatisch deg (); < deg P; und es ergibt

sich die Darstellung
Qr) _ Qi(z) n Q2(x)
P(z) Pi(x) Py(x)
fiir ein gewisses Polynom R(x). Wenn in dieser Gleichung z aber sehr groff wird, werden
wegen der Grad-Bedingung alle Terme aufler R(z) beliebig klein. Dann muss aber R das

Nullpolynom sein und wir haben die gewiinschte Darstellung. Die Eindeutigkeit wird der
Leserin als Ubung iiberlassen. O]

+ R(x)

Hat insbesondere P(z) = [, (z — \;) paarweise verschiedene Nullstellen );, so ergibt

sich eine Zerlegung
d

Q(x) Ci
P(x) - ZZI T =N\

Ist P(z) = Hle(l — \iz) das reziproke Polynom des charakteristischen Polynoms einer
linearen Rekursion, so konnen wir

Q) o
Alw) = P(z) ; 1— Nz

schreiben. Wie im Beispiel oben zeigt man leicht

_ 2.2 L n_n
1_)\:6—14—)\.7:4—)\95—{— —%)\x

und es ergibt sich sofort a,, = ay AT + - - + ag\}].
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Wie bestimmen wir in der Praxis die Koeffizienten ¢;? Auch wenn unser Beweis der Partial-
bruchzerlegung konstruktiv war, gibt es meist deutlich schnellere Wege. Ein niitzlicher Trick ist
oft der folgende: Wir multiplizieren unsere Gleichung mit = — A; (sodass dieser Faktor nirgends
mehr im Nenner steht) und setzen dann z = A; ein. Rechts bleibt dann nur ¢; stehen, da alle
anderen Terme einen Faktor x — A\; haben, der nun Null wird. Links steht eine Zahl, die dann
der gesuchte Wert von ¢, ist. Analog verfahren wir mit den anderen c;.?

Fiir die linearen Rekursionen verwenden wir die reziproken Polynome, daher sieht das ganze
etwas anders aus, funktioniert aber eigentlich genauso:

Fiir die Fibonaccifolge (F},)52, suchen wir eine Zerlegung

x T o Qa

F = =
(z) (1—=XNz)(1— Do) 1-— iz Tz Ao’

1—2— 22

wenn A\; = %5 und Ay = 1-V5 ot Multiplizieren wir mit 1 — A\;z und setzen z = -

. . 2 >\1
ein, erhalten wir

1/M 1 1
a1 = = = —
- AfAd A=A V5
und analog ag = —\/Lg, also wiederum die Binet-Formel.

Was passiert nun bei mehrfachen Nullstellen? Dazu betrachten wir zunéchst noch einmal das
Beispiel aus dem vorigen Abschnitt:

~

Die Folge (a,)22, definiert durch die Startwerte ag = 4, a; = 6, a2 = 9 sowie die Rekursion
Qg3 = 4ap49 — Sanyq + 2a, hat das charakteristische Polynom 2® — 422 4 520 — 2 =
(r — 1)%(z — 2). Fiir die erzeugende Funktion erhalten wir

(1 — 4a + 522 — 22°)A(z) = ag + (ay — 4ag)r + (ay — 4a; + 5a)2* = 4 — 102 + 527

und damit
Alx) 4 — 10z + 5a? 3—2x+ 1
xTr) = =
(1—z)2(1—-22) (1—-2x)?2 1-2
den Koeffizienten von —— kann man mit der gleichen Methode wie oben bestimmen,
1-2x

danach konnen wir diesen Teil der Summe einfach abziehen und den Rest ausrechnen).
Der Summand ﬁ gibt wie zuvor einen Beitrag von 2" zu a,, doch was ist mit dem
anderen Summanden? Der Trick ist, diesen weiter zu zerlegen:

3—-2r 1+2(1-2) 1 2

(27 (-2 (=22 1=z

Der zweite Summand (geometrische Reihe!) wird einfach 2 zu a,, beitragen. Damit bleibt
nur noch die Bestimmung von ﬁ Wir werden gleich sehen, dass die Antwort

[e.o]

1
u_—w)Q:1+2$+3$2+4$3+5$4—|—"':Z(n-i-l)xn

ist. Damit ergibt sich insgesamt tatsédchlich a,, = 2" + (n+ 1) +2 =2"+n + 3.

n=0

2Warum ist es erlaubt, Zahlen einzusetzen, obwohl wir doch mit formalen Ausdriicken rechnen? Der Grund
ist, dass wir es hier (nach Multiplikation mit allen Nennern) mit Polynomgleichungen zu tun haben und in diese
natiirlich Werte eingesetzt werden kénnen. Aus dem gleichen Grund diirfen wir auch nach Multiplikation mit
x — XA noch x = X einsetzen, denn die entsprechende Polynomgleichung gilt zwar zunéchst nur fiir x # A, aber
damit (als Polynomgleichung) fiir alle z und damit insbesondere auch fiir = A.
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Im allgemeinen Fall erhalten wir zunéchst eine Zerlegung in Summanden der Form % fiir

ein Polynom C(x) von Grad héchstens k£ — 1, wenn A eine k-fache Nullstelle von P(x) ist. Dann
kénnen wir aber eine Darstellung

C(x) =cp+cr1(z—A) +cpa(@— N2+ +e(z—N)F!
finden (die ¢; sind einfach die Koeffizienten des Polynoms C(z 4+ \)) und erhalten

C(z) _ A N Co o Cre
(x=XNF =X (z—MN)? (x — Nk

Bei einer k-fachen Nullstelle A des charakteristischen Polynoms einer Rekursion erhalten wir
analog eine Zerlegung der erzeugenden Funktion in Summen der Form

a2 g B
I—Xx  (1-X\x)? (1 —Az)k

Es bleibt also, die Koeffizienten der Potenzreihe m zu bestimmen. Allgemein erhalten wir
hier das folgende:

»Negativer Binomischer Lehrsatz“: Es ist

1 k41 /n+k—-1
- 14k 24 ... = n
(1—x)k + ac+< 9 >x—|— Z( k1 )x

n=0

und damit

Beispielsweise ist -
(e =142z +32% +42° + - —2(?1—1-1)1'"
und (Dreieckszahlen!)
ﬁ =1+32+ 62% +102° 4 - - - zg (H;Q)x”.
Beweis: Wir verwenden Induktion iiber k, wobei der Induktionsanfang & = 1 (oder

k = 0) bereits bekannt ist. Beim Schritt von & nach k + 1 geniigt es, zu zeigen, dass die
rechte Seite fiir £ + 1 nach Multiplikation mit 1 — = in die rechte Seite fiir k iibergeht.
Dazu miissen wir aber nur die finiten Differenzen der rechten Seite berechnen, diese sind

n+k n+k—-1\ (n+k—1
(e - ()
nach der bekannten Rekursion fiir Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck. Also
sind die finiten Differenzen der Koeffizienten fiir k£ + 1 genau die Koeffizienten fiir £ und
nach Induktionsvoraussetzung damit die Koeffizienten von 1+x)k Beispielsweise haben
wir hier benutzt, dass die finiten Differenzen der linearen Folge n + 1 die konstante Folge
1 sind, und die finiten Differenzen der Folge (’”2) der Dreieckszahlen die lineare Folge

2
n + 1 bilden.
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Insgesamt ergibt sich aus unserem Summanden
C1 Cy Cp
1—)\x+(1—)\x)2+ +(1—)\x)k

damit ein Beitrag von

n -+ 2 n+k—1 "
c1+cen+1)+es 5 + -t b1 A

zu a,, was tatsichlich von der Form Py(n)\" fiir ein Polynom Py von Grad hochstens k — 1 ist.
Damit haben wir die Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt nun auf einem neuen Weg erhalten.
Wiéhrend dort im allgemeinen Fall noch nicht bewiesen war, dass man die Koeffizienten auch
immer geeignet wéhlen kann, haben wir dies nun nicht nur gezeigt, sondern auch eine sehr
effiziente Methode erhalten, diese in der Praxis tatsdchlich zu berechnen.

Als kleine Anwendung untersuchen wir Summenformeln fiir Polynome: Ist P ein Polynom

von Grad d, so wissen wir, dass die erzeugende Funktion )" ° P(n)z" = % fiir ein

Polynom A(z) ist. Dann ist

1 il(f))m =1 i - > P(n)a" = P(0)+(P(0)+ P(1))z+ (P(0)+ P(1)+ P(2))a”+...,

n=0

andererseits ist die linke Seite die erzeugende Funktion eines Polynoms () von Grad d+ 1.
Wir haben also gezeigt, dass es fiir jedes Polynom P von Grad d ein Polynom () von Grad
d+ 1 gibt mit

P(0)+ P(1)+ P(2) +--- 4+ P(n) = Q(n).

Dies beinhaltet die bekannten Summenformeln

1
1+2+3+---+n:@,
12+22_{_”_+n2:”(n+1>(2”+1>
6 )
13+23+...+n3:M
4

usw., die allgemein auch als Faulhaber-Formeln bekannt sind.
Es gibt allerdings einen effizienteren Weg, diese Ausdriicke explizit zu bestimmen: Dazu
zerlegen wir P(n) als Summe

P(n):ao—i—aln—kag(;L) +---+ad(Z)

und erhalten

Q(n):ao(n+1)+a1(n;—1) +a2(n;—1) +"'+ad(gi_i>a

analog zur Uberlegung im vorigen Beweis. Beispielsweise ergibt sich aus der Zerlegung
9 n
=1. 2.
n n+ ( 2)

n+1) L. (n+1) _n(n+1)(2n+1)

unmittelbar

2 3 6

12+22+---—|—n2=1-(
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2.2 Aufgaben

Aufgabe 2.1: Was ist die erzeugende Funktion der Folge der Tschebyschow-Polynome (7),)7
(Tipp: Hier wird es zwei Variablen geben, die du nicht beide x nennen solltest...)

Aufgabe 2.2: Sei A(z) eine formale Potenzreihe mit ag # 0. Zeige, dass A(z) genau zwei
Quadratwurzeln hat, d.h. es gibt genau zwei formale Potenzreihen W (x) (mit komplexen Zahlen
als Koeffizienten) mit W (z)? = A(z).

Aufgabe 2.3:.Bestimme ZnNzl m und 25:1 m Was passiert fiir N — oo? Kannst
du das Ergebnis verallgemeinern?

Aufgabe 2.4: Wir untersuchen die Faulhaber-Polynome P,(x) mit
19429 4 ... 4 n? = Py(n)

fir alle n € N. Berechne Py(x). Stelle auf der Basis der Form von Pi(n), Py (n), P3(n), Py(n)
Vermutungen iiber die Polynome P; auf (z.B. iiber Koeffizienten, Faktoren, Werte,...) und
versuche moglichst viele davon zu beweisen.

Aufgabe 2.5: Fiir gegebene natiirliche Zahlen a,b,c sei f(n) die Anzahl an ganzzahligen
Losungen (z,y,z) mit z,y,z > 0 und ax + by + ¢z = n. Finde die erzeugende Funktion
F(z) = Y2, f(n)z™ und die dazugehérige Rekursion fir f(n) (was davon findest du ein-
facher?). Bestimme fiir a = 2,b = ¢ = 1 die Folge f(n) explizit.

Aufgabe 2.6: a) Sei p(n) die Anzahl an Partitionen von n, also der Anzahl an Moglichkeiten,
n als Summe von positiven ganzen Zahlen zu schreiben. Zum Beispiel ist p(5) = 7 wegen

5=4+1=3+2=3+1+1=2+4+24+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

Zeige, dass die erzeugende Funktion

= | 1 1 1
;p(n)x —Hl—xk‘_l—x.l—x?'l—ﬁ.

erfiillt (warum ist das unendliche Produkt auf der rechten Seite ein sinnvoller Ausdruck?).

b) Zeige, dass es gleich viele Moglichkeiten gibt, n als Summe von paarweise verschiedenen
positiven ganzen Zahlen zu schreiben, wie Moglichkeiten, n nur als Summe von ungeraden
(aber nicht notwendigerweise verschiedenen) Zahlen zu schreiben. Beispielsweise gibt es fiir
n = 5 jeweils drei solche Moglichkeiten, 5 =34+1+1=14+1+1+14+1bzw. 5 =441=3+2.
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3 Neue Anwendungen

In diesem letzten Abschnitt wollen wir einige weitere Anwendungen von erzeugenden Funk-
tionen besprechen, bei denen sich die Vielseitigkeit und die Stérke erzeugender Funktionen
zeigt.

3.1 Die Catalan-Zahlen

Bisher haben wir nur lineare Rekursionen gelost. Das ist ein besonders schoner Fall, weil sich
hier eine vollstdndige Theorie aufstellen ldsst. Wie wir gleich sehen werden, kénnen erzeugende
Funktionen durchaus auch fiir andere Rekursionen niitzlich sein, allerdings muss man dann oft
etwas kreativ werden.

Wir wollen dies am Beispiel der Catalan-Zahlen (C,,)32, veranschaulichen. Eine mogliche Be-
schreibung? fiir C, ist die Anzahl an Méglichkeiten, n gedffnete Klammern und n geschlossene
Klammern so aufzuschreiben, dass zu keinem Zeitpunkt mehr Klammern geschlossen als geoffnet
wurden.

Beispielsweise ist C} = 1, weil nur () moglich ist, dagegen ist Cy = 2, weil (()) und ()() moglich
sind, oder C3 = 5, weil ((())) oder (()()) oder (())() oder ()(()) oder ()()() moglich sind. Danach
wird es schon schnell uniibersichtlich. Wir einigen uns auflerdem auf die Konvention Cy = 1
(,es gibt genau eine Moglichkeit, iiberhaupt keine Klammern zu setzen*).

Wie kénnen wir systematisch etwas iiber die Folge herausfinden? Sicherlich ist hier eine
gewisse rekursive Struktur vorhanden: Wenn nach der ersten gedffneten Klammer direkt
eine geschlossene kommt, gibt es fiir den Rest genau C,,_; Moglichkeiten. Wenn nach vier
Stellen zum ersten Mal alle gedffneten Klammern auch wieder geschlossen wurden, gibt
es danach noch C,_» Moglichkeiten und vorher muss es (()) gewesen sein.

Wenn nach sechs Stellen zum ersten Mal alle geoffneten Klammern auch wieder geschlos-
sen wurden, gibt es danach noch C),_3 Moglichkeiten. Fiir den Teil vorher gibt es jetzt
aber zwei Moglichkeiten, namlich ((())) und (()()). Dies triagt also 2C,,_3 zu C,, bei.
Sollen nach acht Stellen zum ersten Mal alle gedffneten Klammern wieder geschlossen
sein, miissen wir mit einer der fiinf Moglichkeiten (((()))), (((0)), ((0)()), (O(0)), (O0Q)
begonnen haben. Kommt uns das bekannt vor? Die Folge 1,1,2,5,... sieht wieder wie
die Catalan-Folge aus!

Wie geht hier das Muster weiter? Wenn nach 2k Stellen zum ersten Mal alle gedffneten
Klammern auch wieder geschlossen wurden, gibt es danach noch C,,_;, Moglichkeiten, aber
wie viele gibt es fiir den Teil davor? Die Beobachtung von oben ist, dass es genau Cj_,
solche Moglichkeiten gibt. Dies liegt daran, dass wir wegen der Minimalitdt von k£ das
auflere Klammerpaar weglassen konnen und eine giiltige Losung mit k—1 Klammerpaaren
erhalten (und umgekehrt). Insbesondere gibt es insgesamt C,,_1Cy = C,,_1 Moglichkeiten,
bei denen k = n ist, also sich erst im letzten Schritt alles auflost.

Wir erhalten also die Rekursion

n n—1
Co=) CiiCui =Y CiCris.
k=1 k=0

Diese Rekursion ist nun — ganz unabhéngig von der Frage einer expliziten Formel — schon
einmal enorm praktisch, um weitere Folgeglieder zu berechnen, etwa erhalten wir jetzt
Cy,=5-142-1+1-241-5=14,dann C5=14-14+5-1+2-24+1-5+1-14 =42,
dann Cy = 132, C; = 429, Cy = 1430, fast ohne Rechenaufwand.

3Tatséchlich sind die Catalan-Zahlen unter anderem deshalb so wichtig, weil sie es unglaublich viele verschie-
dene kombinatorische Interpretationen gibt, bei denen auch zunéchst nicht immer einfach zu sehen ist, dass sie
auf die gleiche Folge fithren. Es gibt sogar ein ganzes Buch iiber die Catalan-Zahlen (von Richard Stanley).
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Um die Folge nun weiter zu untersuchen, betrachten wir wie im vorigen Abschnitt die erzeugende
Funktion

Clz) = Cpa"=1+az+ 22"+ 52" + 142" +422° + 1322° + ..

n=0

Die oben hergeleitete Rekursion sieht zwar sehr anders aus als alle vorigen, aber der (nicht-
lineare) Ausdruck auf der rechten Seite konnte uns an die Definition des Produkts zweier
Potenzreihen erinnern! Tatsiichlich ist der Koeffizient von z™ in C'(z)? genau

Y CiCuk = Cuna
k=0

und damit
C(ZL‘)2 :Cl—f-CQl‘—f—Cgl'Q—f—...,

also

1+ 20(x)* = C(x).

Wiéhrend wir aus linearen Rekursionen auch stets lineare Gleichungen fiir die erzeugende
Funktion erhalten haben, ergibt sich aus der nicht-linearen Gleichung fiir die Catalan-
Zahlen hier also auch eine nicht-lineare, genauer eine quadratische Gleichung fiir C'(z).
Diese kénnen wir nun mit der iiblichen Methode der Vervollstindigung des Quadrats
16sen. Dazu schreiben wir sie zunéchst als

(22C(z) —1)* = 1 — 4a.

Als néchstes wiirden wir gerne auf beiden Seiten die Wurzel ziehen. Wie bei den Inversen
ist dann 22C'(z) — 1 die (bzw. genauer eine!) Wurzel von 1 — 4z genau in diesem Sinne,
dass ihr Quadrat gleich 1 — 4z ist. Schreiben wir

W(x) = wy + wir + wer? + wsz® + ...

fiir eine Wurzel aus 1 — 4z, so konnen wir die Koeffizienten von W(z)? und 1 — 4z
vergleichen: Der konstante Koeffizient ist w? = 1, also sollten wir wy = £1 wihlen. Aus
dieser Wahl ist dann wie bei den Inversen iterativ alles eindeutig bestimmt: Beispielsweise
erhalten wir fiir die Wahl von wy = 1 aus dem Koeffizienten von x die Bedingung —4 =

2wowy, also w; = —2, dann aus dem Koeffizienten von z? die Bedingung 0 = 2wyws + w?
und damit wy = —2, dann aus dem Koeffizienten von 22 die Bedingung 0 = 2wqws+2w,ws
und damit ws = —4, eine Wurzel wére also

1—22—22% —42% — ...

Weil 2xC(z) — 1 sicherlich konstanten Koeffizienten —1 hat, sollten wir die ,negative
Wurzel“ —1 + 2z + 222 + 422 + ... aus 1 — 42 wihlen. Wir wissen nun also, dass es
sie gibt und wie man sie rekursiv berechnet, aber bringt uns das einer expliziten Form
naher?

Die Antwort auf diese Frage liegt im verallgemeinerten Binomischen Lehrsatz. Wir kennen
bereits den Binomischen Lehrsatz

(1—1—33)”:Z(Z>:ck:1+m:+ <Z)x2—|— <Z)x3—|—~-+x"
k=0
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fiir natiirliche Zahlen n, den wir uns einfach kombinatorisch iiberlegen konnen. Aus dem Ver-
gleich der Koeffizienten von z* in der Identitit

1+2)"(1+z)"=(1+z)™"

erhalten wir die Vandermonde-Identitiat

m—+n m\ [n
(k;>—23@)@)
i+j=k
mit der Konvention (') = 0 fiir ¢ > m (dies ist auch kompatibel mit dem binomischen Lehrsatz
oben, in dem wir die Summationsbedingung k& < n dann auch weglassen kénnen).
Kénnen wir auch n = % in den Binomischen Lehrsatz einsetzen, um /1 4+ x zu berechnen?

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass die Binomialkoeffizienten (2‘) auch fiir beliebige
reelle Zahlen o und natiirliche Zahlen k& definiert werden konnen als

(Z) :a(a—l)..é!(@—k—l—l)

Beispielsweise ist (8‘) =1, (‘f) = q, (3‘) = @ Wir stellen an dieser Stelle noch einmal
fest, dass dies kompatibel mit der {iblichen Definition fiir (Z) ist und ebenfalls mit unserer

Konvention (Z) = 0 fiir £ > n. Damit kénnen wir nun fiir beliebige o € R die Reihe

E,(z) := i (Z)xk =1+ar+ (g>x2+

k=0

definieren. Der Binomische Lehrsatz sagt nun E,(z) = (1 + z)" fiir natiirliche Zahlen n,
aber fiir andere Werte von « wird die Reihe E, im Allgemeinen kein Polynom sein, da
die Koeffizienten (Z) nicht irgendwann Null werden.

Wir behaupten nun, dass sich die Reihen E, dennoch in gewissem Sinne wie (1 4 x)*
verhalten (auch wenn dieser Ausdruck fiir irrationale « erst einmal nicht sinnvoll definiert

ist), genauer gesagt E,(z)Es(x) = Eqprp(x).

Dies ist nach Koeffizientenvergleich dquivalent zur allgemeinen Vandermonde-Identitit

(7)== ()0)

die nun fiir beliebige natiirliche Zahlen k, aber reelle Zahlen o und /5 gelten soll. Eine kurze
Plausibilitatsiiberpriifung: Fiir £ = 0 ist die Gleichung einfach 1 =1, fiir k = 1 ist sie a + § =
1-B+4a-1und fir k = 2 ist sie

(a+Ba+B-1) _ BB-1
2 2

+a.ﬁ+@

.1’

was sich direkt durch Ausmultiplizieren tiberpriifen ldsst.

Der Trick ist nun der folgende: Fiir festes k sind beide Seiten der verallgemeinerten Vandermonde-
Identitédt Polynome in o und (. Ist a = m eine feste natiirliche Zahl, so wissen wir, dass diese
Polynome fiir alle natiirlichen Zahlen § = n iibereinstimmen. Zwei Polynome in  kénnen
aber nur dann an unendlich vielen Stellen iibereinstimmen, wenn sie gleich sind. Also gilt die
Identitét fiir festes « = m € N und beliebige 5 € R.

Nun kénnen wir das ganze aber umdrehen: Ist 8 € R fest, so gilt die Gleichheit fiir unendlich
viele Werte von a (ndmlich alle natiirlichen Zahlen) und damit fiir alle @« € R. Das war zu
zeigen!
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Als Konsequenz erhalten wir nun insbesondere Ejo(z)? = Ej(z) = 1 + z, mit anderen
Worten ist Ej/o(x) eine Quadratwurzel von 1 4 x. Nun haben wir aber eine wirklich
explizite Darstellung fiir die Koeffizienten! Wenn wir zuriick zu den Catalan-Zahlen gehen,
ist nun also Ejo(—4x) eine Wurzel aus 1 — 4z und zwar die positive (denn der konstante
Koeffizient ist 1), also ist

22C () — 1 = —E jp(—4a) = — i(_zx)n(l/ 2) )

n
n=0

+

wir erhalten also C,, als die Hélfte des Koeffizienten von 2! rechts, also

Cp= 1 (—4)”“( 1/ )

2 n+1

Beispielsweise ist Cp = =1 - (—4) - 1 = 1und ¢} = =1 - (—4)% - L2012 —

Zum Gliick lésst sich dieser Ausdruck (von dem zunéchst gar nicht klar ist, dass es eine
natiirliche Zahl ergibt!) noch deutlich schoner schreiben: Es ist

n+1) (n+1)! ~ onil (n+1)! T 22t pl(n + 1)

(—(2n-1)
(1/2) 5 (=3) (—%)---( ; > (—1)"1-3---(2n—1) (=1 (2n)!
und damit erhalten wir endlich das wirklich schéne Ergebnis
o - (2n)! 1 [2n\ (2n 2n
"Tonln+1)! n+1\n) \n n+1)

Da wir uns schon die Miihe gemacht haben, den binomischen Lehrsatz in seiner vollen Allge-
meinheit zu untersuchen, wollen wir nun noch zwei schnelle Anwendungen abgrasen:

Fiir natiirliche Zahlen k ist sicherlich E_j(x)E(x) = Ey(x) = 1, mit anderen Worten ist
1

E_i(z) exakt das Inverse aToF von (1+ x)k. Wegen

<—k> _ (R (k-nt 1) :(_1)n(n+k—1) :(_1)71(”;?;1)

n n! n

ergibt sich jetzt

e B (BT

und wir haben noch einmal den ,Negativen Binomischen Lehrsatz“ aus dem letzten
Abschnitt bewiesen!

SchlieBlich kénnen wir dhnlich wie bei den Catalan-Zahlen auch o = —1/2 einsetzen: Wir
erhalten
(2k—1)
—12y (53) - (=2) <——2 ) C(=DF 1325 (26— 1) (=1)F (2%
k B k! -2k k! 4k k
und damit



Dies bedeutet natiirlich nichts anderes als dass nach Quadrieren und Koeffizientenvergleich die

? .]

it+j=k

Die interessierte Leserin moge sich einen kombinatorischen Beweis dieser (gar nicht so offen-
sichtlichen) Identitét tiberlegen.

3.2 Formale Ableitungen

Eine wichtige Operation, die es fiir Funktionen (neben Addition, Multiplikation und Bildung
von Kehrwerten) gibt, fehlt noch: Ableiten! Keine Sorge, wir werden nun nicht doch noch in
die Analysis gehen, sondern Ableitungen von formalen Potenzreihen rein formal definieren.
Ausgehend von der Beobachtung, dass bei Polynomen die Ableitung von 2™ gleich nz™ ! ist,
ist das ganz einfach:

Zu einer formalen Potenzreihe A(x) = Y °  a,z", definieren wir ihre Ableitung A’(z) als die
formale Potenzreihe

o0 o0
E na,z" = E (n+ 1)a, 2™
n=1 n=0

Man kann sich nun leicht (viel leichter als in der Analysis!) von den iiblichen Rechenregeln
fiir Ableitungen iiberzeugen: Fiir zwei Potenzreihen A und B gilt die Summenregel

(A+ B)'(z) = A'(x) + B'(2),

die Produktregel
(A-B)(z) = A'(x) - B(x) + A(z) - B'(z)

und die Quotientenregel

AN’ A'(x)B(x) — A(z)B'(x)
() (0= H g

falls B invertierbar ist. Beispielsweise ist bei der Produktregel der Koeffizient von 2!

auf beiden Seiten gleich
n Z aibj = Z (lCLZ) . bj + Z a; -+ (jb])
i+j=n i+j=n i+j=n
und die Quotientenregel ergibt sich durch Anwendung der Produktregel auf das Produkt
A=B-4
B

Eine niitzliche Version der Produktregel ist

von wo aus auch die Verallgemeinerung auf beliebig viele Faktoren sofort per Induktion klar
wird:

(A - AY(2) _ Ai(e) - A(@)

(A ... AY@)  A(2) Ay(z)

Als Anwendung wollen wir die Newton-Identitidten beweisen, fiir die wir etwas Vorbereitung
benotigen:
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Fiir d Zahlen Ay,..., g und k£ = 0,1,...,d betrachten wir die elementarsymmetri-
schen Polynome
€ = Z )‘il"')‘icn

i1 <o <ig

wobei die Summe iiber alle k-Tupel von Indizes {1, 2, ...,d} lauft. Es ist also z.B. eg = 1,
er =M+ 4+ A,
€y — )\1)\2 + )\1)\3 + -+ )\dfl)\d

und eg = Ay ... Ag. Diese Ausdriicke sind genau die Koeffizienten des Polynoms mit den
Nullstellen Aq, ..., Ag:

(=) (2= Xg) = 2% — ezt Fepr®? — . £y

(Diese Aussage, die direkt durch Ausmultiplizieren der linken Seite entsteht, heifit auch
Satz von Vieta.) Auflerdem betrachten wir fiir £ > 0 die Potenzsummen

Sp= M4 Nk
Zum Beispiel ist s =d, s = A1+ -+ Ay = e und

82:/\%+"'+>\2:()\1+"'+/\d)2—2()\1)\2+/\1/\3+"'+)\d_1)\d)263—262.

\.

Es gelten also gewisse Relationen zwischen den verschiedenen Ausdriicken. Tatséchlich gilt der

Fundamentalsatz iiber elementarsymmetrische Polynome: Jedes symmetrische
Polynom in Ay, ..., A4, insbesondere also auch jedes s, lésst sich als Polynom in den
elementarsymmetrischen Polynomen ey, ..., e; schreiben.

Zum Beispiel ist 51 = €1, 55 = €2 —2e und s3 = €5 — 3eje9 + 3ez. Danach werden die Ausdriicke
immer komplizierter. Wie kénnen wir diese effizient berechnen?

Im ersten Abschnitt haben wir gelernt, dass Folgen wie (s,)22, eine lineare Rekursion erfiillen
und zwar genau mit dem charakteristischen Polynom, dessen Nullstellen die \; sind, dessen
Koeffizienten also die elementarsymmetrischen Polynome e; sind! Konkret ergibt sich damit die
Rekursion

Sptd = €1Sp4+d—1 — €28n+d—2 + + T €4S,

Damit kénnen wir rekursiv sehr einfach die s, durch die e; ausdriicken, allerdings nur, wenn
wir bereits die ,,Startwerte“ sg,s1,...,Sq_1 berechnet haben. Die Antwort hierauf liefern die
Newton-Identitaten:

Newton-Identititen: Fiir 1 < k < d gilt

ke = S1€5_1 — S2€p_2 + - - E Sieq.

Beweis: Wir betrachten die erzeugende Funktion

(1—=Mz)(1 = Xoz) ... (1 = Agz) = 1 — ey + ega® — - - - £ ega’.
Nennen wir die Gleichheit A(z) = B(x), so ergibt sich auch ‘?4,((;‘")) = g((j)).
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Mit der oben hergeleiteten Produktregel konnen wir den Ausdruck auf der linken Seite
als Summe iiber die einzelnen Faktoren schreiben und erhalten

-\ —A\d —eq + 2e9x — 3egx? + - - £ degrd!

+...+ —
1— Mz 1— Mz 1—ex+ex?+ - Legad

Nach Multiplikation beider Seiten mit —1 und Nutzen der geometrischen Reihe auf der
linken Seite erhalten wir

2 d—1
e1 — 2exx + 3esx” — -+ F degx
2
81+82$+S3J] —|—S4l’3+"’—

1—ex+eqx?— - eyt

Nun kénnen wir mit dem Nenner der rechten Seite multiplizieren und auf beiden Seiten
Koeffizienten vergleichen: Aus dem konstanten Koeffizienten erhalten wir s; = e, aus
dem Koeffizienten von z! ergibt sich 2e, = s1e; — 55, aus dem Koeffizienten von 22 ergibt
sich 3e3 = sje5 — sgeq + s3 usw. Allgemein erhalten wir die Newton-Identitét fiir ke, aus
dem Koeffizienten von zF~!. Fiir k > d ist der Koeffizient auf der rechten Seite einfach
Null und wir erhalten wieder die bereits oben hergeleitete Rekursionsgleichung. [

3.3 Der Einheitswurzelfilter

k; (Z) o = (1 + )"

ergibt sich durch Einsetzen von z = 1 insbesondere die Identitét

()

k=0

Aus dem Binomischen Lehrsatz

d.h. die Summe der Zahlen in der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks ist 2. Was aber, wenn

wir nur jeden zweiten Binomialkoeffizienten aufsummieren wollen? Was ist also ), -, (27;)7

(Wegen (}) = 0 fiir k > n ist dies natiirlich eine endliche Summe!)
Fiir ungerade n kann man direkt mit Symmetrie sehen, dass die Summe genau die Hélfte der
gesamten Summe, also 2”71 ist. Auch bei n = 4 ist aber z.B. 1 + 6 + 1 genauso viel wie 4 + 4,
also jeweils die Hélfte! Konnen wir dies allgemein zeigen?

Dazu konnen wir den folgenden Trick anwenden: In

(I4+x)"+(1—a)" = Z(l + (=1)") (Z)xk

k=0

kommen die Terme mit geradem k mit Gewicht 2 vor, die ungeraden mit Gewicht 0. Setzen wir
x = 1, so steht rechts also genau das doppelte der gesuchten Summe, links natiirlich 2". Dies
zeigt die obige Vermutung.

Allgemein erhalten wir fiir eine beliebige Folge (a,)2, die Identitét

A(x) + A(=x) = 2(ag + aga® + agx* +...),
also im Wesentlichen das Doppelte der erzeugenden Funktion der Teilfolge von (a,)5 , mit den

geraden Indizes.

Was aber, wenn wir die Summe ), (37;) ausrechnen wollen, also jeden dritten Term im
Pascalschen Dreieck? Vielleicht erwarten wir, dass wir etwa ein Drittel der Summe, also ca. %

3
erhalten, aber das ist natiirlich keine ganze Zahl.
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Fiir n = 1 erhalten wir auch wirklich 1 (statt 2), fiir n = 2 erhalten wir 1 (statt 3) und fiir
n = 3 ergibt sich 2 (statt ) und fiir n = 4 schlieBlich 5 (statt ).
Auch wenn die Heuristik nicht exakt stimmen kann, scheint sie also nicht so schlecht zu sein.

Um unsere Methode von oben zu verallgemeinern, bendtigen wir Einheitswurzeln.

Die n-ten Einheitswurzeln sind die komplexen Nullstellen der Gleichung x™ = 1. Geome-
trisch (in der komplexen Zahlenebene) sind das die Ecken eines regelméBigen n-Ecks mit
Mittelpunkt 0 und einer Ecke bei 1. Ist w eine der beiden zu 1 benachbarten Ecken, so
sind die anderen genau von der Form 1,w,w?, ..., w" L.

Die wichtigste Tatsache fiir unsere Anwendung ist die folgende: Wir kénnen sie benutzen, um
Teilbarkeit durch n zu testen, es ist ndmlich

Zwk:{g nl|k

] sonst

wobei die Summe links iiber alle n-ten Einheitswurzeln w lduft. Der Fall n | & ist klar, denn
dann sind alle Summanden 1 und die Summe somit 1. Sonst konnen wir die eine Nachbarwurzel

w von 1 wihlen und wie oben die anderen als 1, w,w?, . ..,w" ! schreiben. Dann wird die Summe
zu i
LR LRI L it Y
wk—1

nach der geometrischen Reihe. Damit ergibt sich nun

1
- (Z A(wx)) = ag + Apx" + a0, x*" + a3n > + ...,
n

wnh=1

also die erzeugende Funktion der Teilfolge der durch n teilbaren Indizes! Fiir n = 2 ist dies
natiirlich genau die vorher benutzte Identitét, da die zweiten Einheitswurzeln einfach 1 und —1
sind.

Fiir n = 3 erhalten wir nun aber tatséchlich

(3) N (g)ngr (z>x6+m _ (1+a:)”+(1+w3x)”+ (14 w?z)"

() () -2t

eine der beiden dritten Einheitswurzeln ist. Insbesondere ist w? + w4+ 1 =0
(das ist genau die Identitét oben fiir £ = 1) und damit wird unsere Summe zu

() (2) & (£) e = ZE ey (ot 2 (P G0 )

und insbesondere

wenn w = %‘/‘5’2

Nun kénnen wir das oben beobachtete Muster leicht erklaren: Ist n ein Vielfaches von 3, so ist
die Summe einfach %, sonst ist sie %, da die hintere Summe jeweils 3 oder 0 ist.
In jedem Fall ist unsere Summe also tatséchlich maximal % vom , Erwartungswert* % entfernt!
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3.4 Schlangendél

In den ersten Abschnitten haben wir gesehen, wie wir mithilfe von erzeugenden Funktionen
fiir einen komplizierten Ausdruck eine einfache Form finden koénnen. Manchmal haben wir
stattdessen zwei komplizierte Ausdriicke gegeben, von denen wir zeigen wollen, dass sie gleich
sind. Fine Moglichkeit dafiir wére, beide Seiten auszurechnen. In vielen Féllen ist das allerdings
nicht moglich. Die Idee der Schlangendl-Methode ist, die Identitit zu beweisen, indem wir die
erzeugenden Funktionen der beiden Seiten vergleichen. Wir illustrieren dies an einem Beispiel:

Gegeben seien natiirliche Zahlen n und m. Zeige:
“om\ (n+k 2 (m\ ()
= 2
2 ()00 -2 ()
k=0 k=0

Losung: Wir halten m fest und betrachten beide Seiten als Folgen in n, sagen wir £,
und r,. Wir wollen ¢, = r, fiir alle n zeigen. Unser Plan ist, die beiden erzeugenden
Funktionen L(z) = Y " £,2™ und R(x) = Y~ r,2™ zu berechnen und L(z) = R(x)
zu zeigen. Dies ist natiirlich dquivalent zur Behauptung. Tatséchlich ist

S5 (01
(1)

_em(y)" At

(1 — x)m'H o (1 — l’)m'H (1 — x)m-&-l'

Andererseits ist

S50
- (71?) 2 —x;'fﬂ

(1 — z)m+t’
damit folgt wirklich R(z) = L(z) und damit r, = £, fir alle n. O
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Diese Strategie ist vor allem dann niitzlich, wenn man nach Vertauschen der beiden Summa-
tionen innen eine ,bekannte* Summe erhélt, so wie in unserem Fall eine, die wir mit dem
(Negativen) Binomischen Lehrsatz ausrechnen konnten.

Indem wir m = n setzen, erhalten wir insbesondere die Identitét

> () -2 ()

Diese lasst sich aber nicht ohne weiteres mit der Schlangentl-Methode berechnen, da die
entsprechende erzeugende Funktion keine schéne Form besitzt. Dies ist also ein typischer
Fall des Phéanomens, dass eine allgemeinere Aussage oft einfacher zu zeigen ist als der
Spezialfalll Hatten wir die obige Identitdt mit m = n als Aufgabe erhalten, wére ein
entscheidender erster Schritt also gewesen, die richtige Zwei-Parameter-Identitéit mit m
und n zu raten (sich also zu fragen, an welchen Stellen wirklich ,,dasselbe n* steht!), die
sich dann leicht mit Hinzugabe von etwas Schlangencl beweisen lésst!

Erzeugende Funktionen haben noch viele weitere spannende Anwendungen, die wir in diesem
Brief nicht besprechen kénnen. Wer mehr wissen mochte, dem sei das (auch auf Schiilerlevel)
sehr lesbare Buch generatingfunctionology von Herbert Wilf empfohlen, das frei im Internet
verfiighar ist.

3.5 Aufgaben

Aufgabe 3.1: Finde einen kombinatorischen Beweis der Vandermonde-Identitét.

Aufgabe 3.2: Bestimme die Anzahl an Moglichkeiten, ein regelméfiiges n-Eck durch Einzeich-
nen von Diagonalen in Dreiecke zu zerlegen.

Aufgabe 3.3: Beweise den ,,Negativen Binomischen Lehrsatz®

i (M)

k=0

noch einmal mithilfe formaler Ableitungen.

Aufgabe 3.4: Berechne

Aufgabe 3.5: Sei n eine natiirliche Zahl. Zeige

i(—nk (” . k) o2k — 41

k=0

in Abhéngigkeit von n.

Finde sowohl einen algebraischen als auch einen kombinatorischen Beweis!

Aufgabe 3.6: Zeige, dass es nicht moglich ist, die Menge der natiirlichen Zahlen in endlich
viele paarweise disjunkte Restklassen {n € N : n = a (mod ¢)} mit paarweise verschiedenen
Werten von ¢ zu zerlegen.

(Beispielsweise konnten wir die Restklasse 1 (mod 2), 0 (mod 4) und 2 (mod 4) betrachten,
aber dann kommt der Wert ¢ = 4 doppelt vor.)
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