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Vorwort

In der Darstellungstheorie realisiert man abstrakte mathematische Objekte wie Abbildungen, Vektor-
räume, Gruppen, Ringe, Graphen etc. durch konkrete Objekte wie Koordinatenvektoren, Matrizen oder
Permutationen. In der linearen Algebra ist dies leicht: jeder n-dimensionale Vektorraum über einem
Körper K ist zu Kn isomorph und jede lineare Abbildung entspricht einer Matrix. Aus der Algebra
kennt man den Satz von Cayley: jede (endliche) Gruppe ist zu einer Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe isomorph (jedes Gruppenelement entspricht also einer Permutation). Wir interessieren uns in
dieser Vorlesung für Darstellungen von endlichen Gruppen durch Matrizen über einem Körper K. Zu
Beginn setzen wir der Einfachheit halber oft K = C voraus. Man kann dann bereits viele Fragen durch
die Spur der entsprechenden Matrizen beantworten. Im Kapitel 7 ersetzen wir C durch einen Zahlkör-
per (d. h. eine endliche Körpererweiterung von Q). Zum Schluss betrachten wir Körper mit positiver
Charakteristik.

Dieses Skript entstand aus einer einstündigen Vorlesung im Sommersemester 2023 an der Leibniz
Universität Hannover. Diese Vorlesung richtet sich hauptsächlich an Bachelor- und Master-Studierende
der Mathematik. Es werden Kenntnisse der Algebra 1 vorausgesetzt. Der erste Teil folgt in etwa meinem
Skript zur Charaktertheorie. Nachträglich habe ich den Beweis vom Satz von Frobenius (Existenz
von Frobeniuskernen) vereinfacht, sodass man dafür keine induzierten Charaktere mehr braucht. Als
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neue Anwendung von induzierten Charakteren habe ich dafür den Satz von Taunt aufgenommen. Ich
danke Karl Böhlke, Lyon Wolfgang Dorgelo, Leon Eickhoff, Leon Lampe, Frederik Tscherniak, Tim
Wittenberg und Yasin Yilmaz für Fehlerhinweise.

Literatur:

• Sambale, Algebra-Skript, Charaktertheorie-Skript

• Isaacs, Character theory of finite groups, AMS Chelsea Publishing, Providence, RI, 2006

• Huppert, Character theory of finite groups, Expositions in Mathematics, Vol. 25, Walter de Gruy-
ter GmbH & Co., Berlin, 1998
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• Webb, A Course in Finite Group Representation Theory, Cambridge University Press, Cam-
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1 Darstellungen

Bemerkung 1.1.

(i) Wir benutzen die üblichen Zahlbereiche N ⊆ N0 ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

(ii) Stets sei K ein Körper und G eine endliche Gruppe.

Definition 1.2. Sei V ̸= 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine (K-)Darstellung von G auf
V ist ein Homomorphismus ∆: G → GL(V ). Man nennt dimV den Grad von ∆. Ist ∆ injektiv, so
nennt man ∆ treu. Durch Wahl einer Basis von V erhält man eine entsprechende Matrixdarstellung
∆′ : G→ GL(n,K).

Bemerkung 1.3. Ist eine Darstellung ∆: G→ GL(V ) gegeben, so schreiben wir häufig gv := ∆(g)(v)
für g ∈ G und v ∈ V . Dies definiert eine Operation von G auf V , d. h. es gilt 1v = v und ghv = g(hv) für
alle g, h ∈ G und v ∈ V . Zusätzlich gilt die Linearität g(v+w) = gv+ gw. Umgekehrt entspricht jeder
Operation von G auf V ein Homomorphismus G→ Sym(V ). Gilt zudem die Linearität, so handelt es
sich um einen Homomorphismus G→ GL(V ), also eine Darstellung. Auf diese Weise entsprechen sich
Darstellungen und lineare Operationen.

Beispiel 1.4.

(i) Die triviale (Matrix-)Darstellung 1G : G→ GL(1,K) = K× = K \{0} ist gegeben durch 1G(g) =
1 für g ∈ G.

(ii) Für n ∈ N sei Sn die symmetrische Gruppe vom Grad n. Die Abbildung sgn: Sn → Q×, g 7→
sgn(g) eine Q-Darstellung vom Grad 1. Der Kern von sgn ist die alternierende Gruppe An.
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(iii) Sei
D2n = ⟨σ, τ : σn = τ2 = 1, τστ−1 = σ−1⟩

die Diedergruppe der Ordnung 2n, also die Symmetriegruppe des regelmäßigen n-Ecks. Dann
definiert

∆(σ) :=

(
cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
, ∆(τ) :=

(
1 0
0 −1

)
eine R-Matrixdarstellung vom Grad 2 (∆(σ) ist die Drehung um 2π/n und ∆(τ) die Spiegelung
an der x-Achse).

(iv) Für zwei K-Darstellungen ∆: G→ GL(V ) und Γ: G→ GL(W ) ist auch ∆⊕Γ: G→ GL(V ×W )
eine K-Darstellung mit g(v, w) := (gv, gw) für g ∈ G, v ∈ V und w ∈ W . Bzgl. einer geeigneten
Basis hat die entsprechende Matrixdarstellung Blockdiagonalgestalt:

(∆⊕ Γ)′(g) =

(
∆′(g) 0
0 Γ′(g)

)
.

(v) Ist ∆: H → GL(V ) eine Darstellung und f : G → H ein Gruppenhomomorphismus, so ist auch
∆ ◦ f : G → GL(V ) eine Darstellung. Ist G ≤ H und f die Inklusionsabbildung, so erhält man
die Einschränkung (Restriktion) ∆G : G → GL(V ), g 7→ ∆(g). Ist H = G/N mit N ⊴ G und
f : G→ H, g 7→ gN der kanonische Epimorphismus, so nennt man ∆ ◦ f die Inflation von ∆.

(vi) Ist ∆: G → GL(V ) eine Darstellung und N ⊴ G mit N ⊆ Ker(∆), so erhält man durch
Deflation eine wohldefinierte Darstellung ∆̂ : G/N → GL(V ), gN 7→ ∆(g). Insbesondere ist
∆̂ : G/Ker(∆) → GL(V ) eine treue Darstellung.

(vii) Inflation und Deflation sind offenbar zueinander invers.

Definition 1.5. Zwei Darstellungen ∆: G → GL(V ) und Γ: G → GL(W ) heißen ähnlich, falls ein
Isomorphismus f : V → W mit f ◦ ∆(g) = Γ(g) ◦ f für alle g ∈ G existiert. Gegebenenfalls ist das
folgende Diagramm kommutativ:

V V

W W

∆(g)

Γ(g)

f f

Entsprechend sind zwei Matrixdarstellungen ∆: G → GL(n,K) und Γ: G → GL(m,K) ähnlich, falls
n = m ist und ein A ∈ GL(n,K) existiert mit A∆(g) = Γ(g)A für alle g ∈ G.

Bemerkung 1.6.

(i) Ähnlichkeit ist eine Äquivalenzrelation. Ähnliche Darstellungen haben den gleichen Grad. Man
interessiert sich in der Regel nur für Darstellungen bis auf Ähnlichkeit (so wie für Gruppen bis
auf Isomorphie).

(ii) In der linearen Algebra zeigt man, dass zwei quadratische Matrizen A,B genau dann die gleiche
Abbildung beschreiben, wenn es eine invertierbare Matrix T mit AT = TB gibt. Somit sind zwei
Matrixdarstellungen, die der gleichen Darstellung von G entsprechen, stets ähnlich.
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(iii) Die Ähnlichkeitsklassen von Darstellungen und Matrixdarstellungen entsprechen sich offenbar.
Wir werden daher im Folgenden Darstellungen oft mit ihren entsprechenden Matrixdarstellungen
identifizieren.

Definition 1.7. Sei ∆: G→ GL(V ) eine Darstellung. Ein Unterraum U ≤ V heißt ∆-invariant , falls
gU := {gu : u ∈ U} = U für alle g ∈ G gilt. Gegebenenfalls ist ∆′ : G → GL(U), g 7→ ∆(g)|U auch
eine Darstellung. Sind 0 und V die einzigen ∆-invarianten Untervektorräume, so ist ∆ irreduzibel .
Anderenfalls ist ∆ reduzibel.

Beispiel 1.8.

(i) Darstellungen vom Grad 1 sind offensichtlich irreduzibel.

(ii) Inflation und Deflation irreduzibler Darstellungen sind wieder irreduzibel (die Bilder ändern sich
nicht).

Satz 1.9 (Maschke). Sei charK ∤ |G| (z. B. charK = 0). Sei ∆: G → GL(V ) eine Darstellung und
U ≤ V ∆-invariant. Dann besitzt U ein ∆-invariantes Komplement W ≤ V , d. h. V = U ⊕W .

Beweis. Wir wählen zunächst einen beliebigen Unterraum X von V mit V = U ⊕ X (Basisergän-
zungssatz) und bezeichnen mit π : V → V , u + x 7→ u die Projektion auf U . Wegen charK ∤ |G|
ist

ρ :=
1

|G|
∑
g∈G

∆(g)−1 ◦ π ◦∆(g) ∈ End(V )

wohldefiniert und W := Ker(ρ) ≤ V . Für u ∈ U ist

ρ(u) =
1

|G|
∑
g∈G

∆(g)−1(π(∆(g)(u)︸ ︷︷ ︸
∈U

)) =
1

|G|
∑
g∈G

(∆(g)−1∆(g))︸ ︷︷ ︸
=idV

(u) = u.

Insbesondere ist U ∩W = 0. Für v ∈ V ist ρ(v) ∈ U , also

ρ(v − ρ(v)) = ρ(v)− ρ(ρ(v)) = ρ(v)− ρ(v) = 0,

d. h. v−ρ(v) ∈W und v = ρ(v)+ (v−ρ(v)) ∈ U +W . Folglich ist V = U ⊕W . Für w ∈W und g ∈ G
gilt

ρ(gw) =

(
1

|G|
∑
h∈G

∆(h−1) ◦ π ◦∆(hg)

)
(w) =

(
∆(g) ◦

(
1

|G|
∑
h∈G

∆(g−1h−1) ◦ π ◦∆(hg)

)
︸ ︷︷ ︸

=ρ

)
(w)

= gρ(w) = g0 = 0,

also gw ∈ Ker(ρ) =W . Somit ist W ∆-invariant.

Bemerkung 1.10.

(i) Sei ∆ eine Darstellung auf V , und sei V = U ⊕ W eine ∆-invariante Zerlegung. Dies liefert
Teildarstellungen ΓU : G → GL(U), g 7→ ∆(g)|U und ΓW : G → GL(W ), g 7→ ∆(g)|W . Durch
Wahl einer geeigneten Basis von V hat ∆ dann die Form

∆(g) =

(
ΓU (g) 0

0 ΓW (g)

)
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für alle g ∈ G. Somit ist ∆ = ΓU ⊕ ΓW . Im Fall charK ∤ |G| lässt sich somit jede Darstellung als
direkte Summe irreduzibler Darstellungen schreiben.

(ii) Ist charK ein Teiler von |G|, so gibt es Darstellungen, für die der Satz von Maschke falsch ist
(Aufgabe 1).

Lemma 1.11 (Schurs Lemma). Seien ∆: G → GL(n,K), Γ: G → GL(m,K) irreduzible Matrix-
darstellungen und 0 ̸= A ∈ Kn×m mit AΓ(g) = ∆(g)A für alle g ∈ G. Dann gilt:

(i) n = m und A ist invertierbar. Insbesondere sind ∆ und Γ ähnlich.

(ii) Ist ∆ = Γ und K algebraisch abgeschlossen, so gilt A = λ1n für ein λ ∈ K×.

Beweis.

(i) Für g ∈ G und v ∈ Ker(A) ist
AΓ(g)v = ∆(g)Av = 0,

also Γ(g)v ∈ Ker(A). Daher ist Ker(A) ein Γ-invarianter Unterraum von Km. Analog ist Bild(A)
ein ∆-invarianter Unterraum von Kn. Aus der Irreduzibilität von ∆ und Γ folgt Ker(A) = 0 und
Bild(A) = Kn. Daher ist A invertierbar und n = m.

(ii) Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt A einen Eigenwert λ. Dann gilt (A − λ1n)Γ(g) =
AΓ(g)−λΓ(g) = ∆(g)(A−λ1n) für alle g ∈ G. Da A−λ1n nicht invertierbar ist, folgt A−λ1n = 0
aus (i).

2 Charaktere

Bemerkung 2.1. In den nächsten Kapiteln sei stets K = C. Wegen charK = 0 ∤ |G| lässt sich der
Satz von Maschke anwenden. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C algebraisch abgeschlossen.
Also kann man auch den zweiten Teil von Schurs Lemma benutzen.

Satz 2.2. Jede irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe hat Grad 1.

Beweis. Sei G abelsch und ∆: G → GL(n,C) eine irreduzible Matrixdarstellung von G. Sei g ∈ G
fest. Für alle h ∈ G gilt dann ∆(g)∆(h) = ∆(gh) = ∆(hg) = ∆(h)∆(g). Nach Schurs Lemma ist also
∆(g) = λg1n für ein λg ∈ C. Insbesondere ist C(1, 0, . . . , 0) ein ∆-invarianter Unterraum von Cn. Da
∆ irreduzibel ist, folgt n = 1.

Definition 2.3. Sei ∆: G→ GL(n,C) eine Matrixdarstellung. Die Abbildung

χ : G→ C, g 7→ tr∆(g)

heißt Charakter von ∆ (und von G). Dabei ist χ(1) = tr∆(1) = tr 1n = n der Grad von χ (und
von ∆). Ist ∆ irreduzibel (treu, . . . ), so bezeichnet man auch χ als irreduzibel (treu, . . . ). Die Menge
der irreduziblen Charaktere von G bezeichnen wir mit Irr(G). Achtung: Treue Charaktere sind im
Allgemeinen nicht injektiv (siehe Bemerkung 2.15).
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Bemerkung 2.4. Für A = (aij) ∈ Kn×m und B = (bij) ∈ Km×n gilt

tr(AB) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijbji =

m∑
j=1

n∑
i=1

bjiaij = tr(BA). (2.1)

Lemma 2.5. Ähnliche Matrixdarstellungen haben den gleichen Charakter.

Beweis. Seien ∆: G → GL(n,C) und Γ: G → GL(n,C) ähnliche Matrixdarstellungen. Dann existiert
ein A ∈ GL(n,C) mit ∆(g)A = AΓ(g) für alle g ∈ G. Aus (2.1) folgt

tr∆(g) = tr((AΓ(g))A−1) = tr(A−1(AΓ(g))) = tr Γ(g)

für alle g ∈ G.

Bemerkung 2.6.

(i) Charaktere wurden ursprünglich von Dirichlet für prime Restklassengruppen (Z/nZ)× einge-
führt, um damit seinen Primzahlsatz zu beweisen.1

(ii) Charaktere sind die „Schatten“ von Darstellungen, d. h. man verliert einerseits Information, indem
man die n2 Einträge einer Matrix durch einen einzigen Wert ersetzt, aber andererseits bleibt genug
Information, um Eigenschaften der Gruppe abzulesen.

(iii) Ist ∆: G→ GL(V ) eine Darstellung, so kann man ∆ einen Charakter zuordnen, indem man eine
entsprechende Matrixdarstellung wählt. Wegen Lemma 2.5 kommt es dabei nicht auf die Wahl
der Basis von V an.

(iv) Offenbar stimmen Darstellungen vom Grad 1 mit ihrem Charakter überein. Man nennt diese
Charaktere linear. Insbesondere gibt es den trivialen Charakter 1G : G → C mit 1G(g) = 1 für
g ∈ G.

(v) Für jede Darstellung ∆: G → GL(V ) ist det∆: G → C, g 7→ det∆(g) ein linearer Charakter.
Da ähnliche Matrizen die gleiche Determinante haben, hängt det∆ nur vom Charakter χ von ∆
ab. Man kann daher detχ := det∆ definieren.

(vi) Sind ∆ und Γ Darstellungen mit Charakter χ bzw. ψ, so hat ∆⊕Γ den Charakter χ+ψ. Summen
von Charakteren sind also wieder Charaktere.

Definition 2.7.

(i) Man nennt g, h ∈ G konjugiert , falls ein x ∈ G mit xgx−1 = h existiert. Die zu g konjugierten
Elemente bilden die Konjugationsklasse

Cl(g) := {xgx−1 : x ∈ G}

von g. Die Menge der Konjugationsklassen von G sei Cl(G). Man nennt k(G) := |Cl(G)| die
Klassenzahl von G. Sei

CG(g) := {x ∈ G : xg = gx} ≤ G

der Zentralisator von g in G. In der Algebra zeigt man |Cl(g)| = |G : CG(g)|.

1Siehe Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes
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(ii) Bekanntlich wird die Menge aller Abbildungen G→ C durch

(α+ β)(g) := α(g) + β(g), (λ · α)(g) := λα(g)

für α, β : G → C, g ∈ G, λ ∈ C zu einem C-Vektorraum der Dimension |G|. Eine Abbildung
α : G→ C heißt Klassenfunktion, falls α(g) = α(hgh−1) für alle g, h ∈ G gilt. Klassenfunktionen
sind also konstant auf Konjugationsklassen. Der Unterraum CF(G) aller Klassenfunktionen hat
offenbar Dimension |Cl(G)|.

Lemma 2.8. Die Charaktere von G sind Klassenfunktionen. Insbesondere ist Irr(G) ⊆ CF(G).

Beweis. Sei ∆: G→ GL(V ) eine Darstellung mit Charakter χ. Für g, h ∈ G ist

χ(hgh−1) = tr∆(hgh−1) = tr(∆(h)∆(g)∆(h)−1)
(2.1)
= tr∆(g) = χ(g).

Definition 2.9. Offenbar definiert

(χ, ψ)G :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) (χ, ψ ∈ CF(G)).

ein Skalarprodukt des C-Vektorraums CF(G).

Bemerkung 2.10.

(i) Sind g1, . . . , gk ∈ G Repräsentanten für die Konjugationsklassen von G, so gilt

(χ, ψ)G =
1

|G|

k∑
i=1

|G : CG(gi)|χ(gi)ψ(gi) =
k∑
i=1

χ(gi)ψ(gi)

|CG(gi)|
. (2.2)

Bis auf die Faktoren |CG(gi)|−1 entspricht (χ, ψ)G also dem Standardskalarprodukt von Ck.

(ii) Für Charaktere χ, ψ von G ist nach Aufgabe 5 auch

(χ, ψ)G =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1).

Lemma 2.11 (Schur-Relationen). Seien ∆: G → GL(n,C), Γ: G → GL(m,C) irreduzible Ma-
trixdarstellungen mit ∆(g) = (λij(g)) und Γ(g) = (θij(g)) für g ∈ G.

(i) Sind ∆ und Γ nicht ähnlich, so ist ∑
g∈G

λii(g)θjj(g
−1) = 0

für alle i, j.

(ii) Es ist ∑
g∈G

λii(g)λjj(g
−1) =

|G|
n
δij .

8



Beweis.

(i) Sei Eij ∈ Cn×m die Matrix mit einer 1 an Position (i, j) und sonst nur Nullen. Wir setzen

Fij :=
∑
g∈G

∆(g)EijΓ(g
−1).

Für h ∈ G ist dann ∆(h)FijΓ(h
−1) = Fij , d. h. ∆(h)Fij = FijΓ(h). Sind ∆ und Γ nicht ähnlich,

so folgt Fij = 0 aus Schurs Lemma. Insbesondere ist Fij an der Position (i, j) gleich 0, d. h. (i)
gilt.

(ii) Sei nun ∆ = Γ. Nach Schur ist Fij = ρij · 1n für ein ρij ∈ C. Für den Eintrag von Fij an Position
(1, 1) gilt dann

ρij =
∑
g∈G

λ1i(g)λj1(g
−1) =

∑
h∈G

λ1i(h
−1)λj1(h) =

∑
h∈G

λj1(h)λ1i(h
−1) = ρ11δij .

Mit ρ := ρ11 (= ρii) folgt

nρ =
n∑
j=1

∑
g∈G

λij(g)λji(g
−1) =

∑
g∈G

1 = |G|

wegen ∆(g)∆(g−1) = 1n für g ∈ G. Nun ergibt sich (ii) durch den Eintrag von Fij an Position
(i, j).

Satz 2.12 (Erste Orthogonalitätsrelation). Für χ, ψ ∈ Irr(G) gilt

(χ, ψ)G =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) =

{
1 falls χ = ψ,

0 falls χ ̸= ψ.

Beweis. Seien ∆ und Γ irreduzible Darstellungen von G mit Charakter χ bzw. ψ. Sei zunächst χ ̸= ψ.
Nach Lemma 2.5 sind dann ∆ und Γ nicht ähnlich. Wir schreiben ∆(g) = (λij(g)) und Γ(g) = (θij(g))
für g ∈ G. Dann ist χ(g) =

∑
λii(g) und ψ(g) =

∑
θii(g). Nach Lemma 2.11 ist

(χ, ψ)G =
1

|G|
∑
g∈G

∑
i,j

λii(g)θjj(g
−1) = 0.

Analog gilt

(χ, χ)G =
1

|G|
∑
g∈G

∑
i,j

λii(g)λjj(g
−1) =

χ(1)

|G|
|G|
χ(1)

= 1.

Bemerkung 2.13. Aus Satz 2.12 folgt leicht, dass Irr(G) eine linear unabhängige Teilmenge von
CF(G) ist. Insbesondere ist |Irr(G)| ≤ dimCCF(G) = |Cl(G)| ≤ |G| <∞.

Satz 2.14. Zwei Darstellungen sind genau dann ähnlich, wenn sie den gleichen Charakter haben.
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Beweis. Eine Richtung ist Lemma 2.5. Seien nun ∆ und Γ Darstellungen mit dem gleichen Charakter
χ. Wir schreiben ∆ =

⊕n
i=1∆i und Γ =

⊕m
i=1 Γi als Summen von irreduziblen Darstellungen. Dann

zerlegt sich auch χ in

χ =
n∑
i=1

χ∆i =
m∑
i=1

χΓi .

Nach Bemerkung 2.13 ist n = m und χ∆i = χΓi für i = 1, . . . , n bei geeigneter Nummerierung. Wären
∆i und Γi nicht ähnlich, so erhält man den Widerspruch 1 = (χ∆i , χΓi)G = 0 wie im Beweis von
Satz 2.12. Sei also Ai ∈ GL(χ∆i(1),C) mit Ai∆i(g) = Γi(g)Ai für alle g ∈ G. Für

A :=

A1 0
. . .

0 An

 ∈ GL(χ(1),C)

gilt dann offenbar A∆(g) = Γ(g)A für alle g ∈ G, d. h. ∆ und Γ sind ähnlich.

Bemerkung 2.15.

(i) Sei ρ der reguläre Charakter von G. Nach Aufgabe 1 gilt

ρ(g) =

{
|G| falls g = 1,

0 sonst.

Für χ ∈ Irr(G) ist daher

(ρ, χ)G =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)χ(g) = χ(1).

Es folgt ρ =
∑

χ∈Irr(G) χ(1)χ und |G| = ρ(1) =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)2.

(ii) Seien C,D,E ∈ Cl(G), e ∈ E und g ∈ G. Dann ist die Abbildung (c, d) 7→ (gcg−1, gdg−1) eine
Bijektion zwischen {(c, d) ∈ C ×D : cd = e} und {(c, d) ∈ C ×D : cd = geg−1}. Daher hängt die
Klassenmultiplikationskonstante

γCDE :=
∣∣{(c, d) ∈ C ×D : cd = e}

∣∣
nicht von der Wahl von e ∈ E ab.

Lemma 2.16. Für eine irreduzible Darstellung ∆ mit Charakter χ und g ∈ C ∈ Cl(G) gilt∑
x∈C

∆(x) = ω∆(C) id

mit ω∆(C) := ωχ(C) :=
|C|
χ(1)χ(g).

Beweis. Sei A :=
∑

x∈C ∆(x). Für y ∈ G gilt ∆(y)A∆(y−1) =
∑

x∈C ∆(yxy−1) = A. Aus Schurs
Lemma folgt A = ω∆(C) id für ein ω∆(C) ∈ C. Weiter ist

ω∆(C)χ(1) = trA =
∑
x∈C

χ(x) = |C|χ(g).
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Satz 2.17 (Zweite Orthogonalitätsrelation). Für g, h ∈ G gilt

∑
χ∈Irr(G)

χ(g)χ(h) =

{
|CG(g)| falls g und h konjugiert sind,
0 sonst.

Beweis. Seien C,D ∈ Cl(G) mit g ∈ C und h−1 ∈ D. Sei ∆: G → GL(n,C) eine irreduzible Ma-
trixdarstellung mit Charakter χ. Nach Lemma 2.16 gilt

ωχ(C)ωχ(D)1n =
∑
c∈C

∆(c)
∑
d∈D

∆(d) =
∑
c∈C

∑
d∈D

∆(cd)
2.15
=

∑
E∈Cl(G)

γCDE
∑
e∈E

∆(e)

=
∑

E∈Cl(G)

γCDEωχ(E)1n.

Aus der Definition von ωχ erhält man

χ(g)χ(h) =
∑

E∈Cl(G)

γCDE |E|
|C||D|

χ(1)χ(e),

wobei jeweils e ∈ E gewählt ist. Sei ρ der reguläre Charakter von G. Summieren über χ liefert∑
χ∈Irr(G)

χ(g)χ(h) =
∑

E∈Cl(G)

γCDE |E|
|C||D|

∑
χ∈Irr(G)

χ(1)χ(e)
2.15
=

∑
E∈Cl(G)

γCDE |E|
|C||D|

ρ(e) =
γCD{1}|G|
|C||D|

.

Offenbar ist Cl(h) = D−1 = {d−1 : d ∈ D}. Sind g und h nicht konjugiert, so ist C ∩ D−1 = ∅ und
γCD{1} = 0. Anderenfalls ist γCD{1} = |C| = |D| und die Behauptung folgt aus |G|

|C| = |CG(g)|.

Satz 2.18. Irr(G) ist eine Orthonormalbasis von CF(G). Insbesondere ist k(G) = |Irr(G)|.

Beweis. Wir wissen bereits, dass Irr(G) linear unabhängig ist (Bemerkung 2.13). Nach der zweiten
Orthogonalitätsrelation ist für g ∈ C ∈ Cl(G) andererseits

φC :=
1

|CG(g)|
∑

χ∈Irr(G)

χ(g−1)χ

die charakteristische Funktion auf C (d. h. φC(x) ist 1 falls x ∈ C und sonst 0). Da die charakteristischen
Funktionen eine Basis von CF(G) bilden, ist Irr(G) auch ein Erzeugendensystem. Die Orthonormalität
folgt aus der ersten Orthogonalitätsrelation.

Bemerkung 2.19.

(i) Jede Klassenfunktion f ∈ CF(G) lässt sich also eindeutig in der Form

f =
∑

χ∈Irr(G)

aχχ

mit aχ ∈ C schreiben. Genau dann ist f ein Charakter, wenn aχ ∈ N0 für alle χ ∈ Irr(G) und
aψ > 0 für mindestens ein ψ ∈ Irr(G) gilt (Bemerkung 2.6(vi)). Ist aχ = (f, χ)G > 0, so nennt
man χ einen irreduziblen Bestandteil von f mit Vielfachheit aχ. Außerdem gilt (f, f)G =

∑
χ a

2
χ.

Insbesondere ist ein Charakter χ genau dann irreduzibel, falls (χ, χ)G = 1 gilt.

(ii) Im Allgemeinen kennt man keine kanonische Bijektion zwischen Cl(G) und Irr(G).
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3 Charaktertafeln

Bemerkung 3.1. Seien g1, . . . , gk ∈ G Repräsentanten für die Konjugationsklassen von G, und sei
Irr(G) = {χ1, . . . , χk}. Die k×k-Matrix C(G) := (χi(gj))i,j heißt Charaktertafel vonG. Natürlich hängt
C von der Reihenfolge der Elemente und Charaktere ab. In der Regel wählt man g1 = 1, χ1 = 1G und
χ1(1) ≤ χ2(1) ≤ . . . ≤ χk(1). In diesem Kapitel wollen wir C für einige Gruppen berechnen. Die erste
Orthogonalitätsrelation lässt sich in der Form

k∑
i=1

1

|CG(gi)|
χr(gi)χs(gi) = δrs

schreiben (siehe (2.2)). Dies betrifft also die Zeilen von C. Die zweite Orthogonalitätsrelation besagt,
dass die Spalten von C paarweise orthogonal bzgl. des Standardskalarprodukts von Ck sind. Insbeson-
dere ist C invertierbar.

Definition 3.2. Für Matrizen A = (aij) ∈ Kn×n und B ∈ Km×m nennt man

A⊗B :=

a11B · · · a1nB
...

...
an1B · · · annB

 ∈ Knm×nm

das Kroneckerprodukt von A und B.

Lemma 3.3. Für A,C ∈ Kn×n und B,D ∈ Km×m gilt (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

Beweis.
(A⊗B)(C ⊗D) =

(∑
k

aikBckjD
)
i,j

=
((∑

k

aikckj
)
BD

)
i,j

= AC ⊗BD.

Satz 3.4. Seien ∆: G→ GL(n,C) und Γ: H → GL(m,C) Darstellungen von Gruppen G und H mit
Charakteren χ bzw. ψ. Dann ist ∆⊗ Γ: G×H → GL(nm,C), (g, h) 7→ ∆(g)⊗ Γ(h) eine Darstellung
von G×H mit Charakter (χ× ψ)(g, h) := χ(g)ψ(h) für g ∈ G, h ∈ H.

Beweis. Für g1, g2 ∈ G und h1, h2 ∈ H gilt

(∆⊗ Γ)(g1, h1)(∆⊗ Γ)(g2, h2) = (∆(g1)⊗ Γ(h1))(∆(g2)⊗ Γ(h2))
3.3
= ∆(g1)∆(g2)⊗ Γ(h1)Γ(h2)

= ∆(g1g2)⊗ Γ(h1h2) = (∆⊗ Γ)(g1g2, h1h2).

Daher ist ∆⊗ Γ eine Darstellung von G×H. Sei ∆(g) = (aij). Dann gilt

(χ× ψ)(g, h) = tr(∆(g)⊗ Γ(h)) =
n∑
i=1

tr(aiiΓ(h)) =

n∑
i=1

aii tr(Γ(h))

= tr(∆(g)) tr(Γ(h)) = χ(g)ψ(h).

Satz 3.5. Für endliche Gruppen G,H ist Irr(G×H) = {χ× ψ : χ ∈ Irr(G), ψ ∈ Irr(H)}.
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Beweis. Sei Irr(G) = {χ1, . . . , χn} und Irr(H) = {ψ1, . . . , ψm}. Dann ist

(χi × ψj , χk × ψl)G×H =
1

|G×H|
∑
g∈G

∑
h∈H

χi(g)ψj(h)χk(g)ψl(h)

=
( 1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χk(g)
)( 1

|H|
∑
h∈H

ψj(h)ψl(h)
)
= δikδjl.

Also sind die Charaktere χi × ψj irreduzibel und paarweise verschieden. Wegen

n∑
i=1

m∑
j=1

(χi × ψj)(1)
2 =

n∑
i=1

χi(1)
2
m∑
j=1

ψj(1)
2 = |G||H| = |G×H|

hat man alle irreduziblen Charaktere von G×H gefunden.

Folgerung 3.6. Sind χ und ψ Charaktere von G, so auch χψ mit (χψ)(g) := χ(g)ψ(g) für g ∈ G.

Beweis. Seien ∆ und Γ Darstellungen von G mit Charakter χ bzw. ψ. Dann ist G → G × G →
GL(χ(1)ψ(1),C), g 7→ (g, g) 7→ (∆⊗ Γ)(g, g) eine Darstellung von G mit Charakter χψ.

Bemerkung 3.7. Für χ, ψ ∈ Irr(G) ist χψ nicht unbedingt irreduzibel (wähle χ(1) = ψ(1) > 1
maximal).

Bemerkung 3.8.

(i) Seien C(G) ∈ Cn×n und C(H) ∈ Cm×m die Charaktertafeln von G bzw.H. Dann ist C(G)⊗C(H)
die Charaktertafel von G×H bei geeigneter Anordnung.

(ii) Sei G zyklisch der Ordnung n (wir schreiben G ∼= Cn). Nach Aufgabe 2 ist die Charaktertafel von
G durch (e

2πikl
n )n−1

k,l=0 gegeben (i =
√
−1). Aus der Algebra weiß man, dass jede abelsche Gruppe G

das direkte Produkt zyklischer Gruppen ist. Mit Satz 3.5 lässt sich also leicht die Charaktertafel
von G berechnen.

Beispiel 3.9. Sei G := {1, x, y, z (= xy)} ∼= C2 × C2 = C2
2 die Kleinsche Vierergruppe mit Irr(G) =

{χ1, . . . , χ4}. Dann ist

(
1 1
1 −1

)
⊗
(
1 1
1 −1

)
=

C2
2 1 x y z

χ1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 −1
χ3 1 1 −1 −1
χ4 1 −1 −1 1

die Charaktertafel von G.

Definition 3.10. Für x, y ∈ G ist [x, y] := xyx−1y−1 der Kommutator von x und y. Sei

G′ := ⟨[x, y] : x, y ∈ G⟩

die Kommutatorgruppe von G.
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Bemerkung 3.11. Für α ∈ Aut(G) und x, y ∈ G ist offenbar α([x, y]) = [α(x), α(y)] ∈ G′. Insbeson-
dere ist G′ ⊴G (wähle α ∈ Inn(G)). Für xG′, yG′ ∈ G/G′ ist

xG′yG′ = xy [y−1, x−1]︸ ︷︷ ︸
∈G′

G′ = yG′xG′,

d. h. G/G′ ist abelsch. Ist umgekehrt N⊴G mit G/N abelsch, so gilt [x, y]N = xNyN(xN)−1(yN)−1 =
N für x, y ∈ G, d. h. G′ ⊆ N . Daher ist G′ der kleinste Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe. Der
nächste Satz verallgemeinert Satz 2.2.

Satz 3.12. Die linearen Charaktere von G sind die Inflationen von Irr(G/G′).

Beweis. Jeder lineare Charakter ist ein Homomorphismus χ : G→ C×. Insbesondere ist G/Ker(χ) als
Untergruppe von C× abelsch, d. h. G′ ⊆ Ker(χ). Deflation liefert also ein ψ ∈ Irr(G/G′) und χ ist die
Inflation von ψ. Umgekehrt hat die Inflation jedes χ ∈ Irr(G/G′) Grad 1 wegen Satz 2.2.

Beispiel 3.13. Die alternierende Gruppe A4 besitzt mit der Kleinschen Vierergruppe

V4 := ⟨(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)⟩

eine normale 2-Sylowgruppe. Die drei Involutionen (Elemente der Ordnung 2) in V4 sind durch einen
3-Zyklus konjugiert. Nach Sylow ist jedes Element in A4 \ V4 zu x := (1, 2, 3) oder x−1 konjugiert.
Andererseits können x und x−1 nicht konjugiert sein, denn sonst wären auch die entsprechenden Neben-
klassen in der abelschen Gruppe A4/V4 ∼= C3 konjugiert. Also sind 1, (1, 2)(3, 4), (1, 2, 3) und (1, 3, 2)
Repräsentanten für die Konjugationsklassen von G. Durch Inflation von A4/V4 erhält man drei lineare
Charaktere χ1, χ2, χ3. Für den verbleibenden Charakter χ4 gilt

χ4(1)
2 = |A4| − χ1(1)

2 − χ2(1)
2 − χ3(1)

2 = 9,

also χ4(1) = 3. Die fehlenden Werte von χ4 ergeben sich aus der zweiten Orthogonalitätsrelation:

A4 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 3, 2)

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 σ σ−1

χ3 1 1 σ−1 σ
χ4 3 −1 0 0

σ := e2πi/3 = −1

2
+

√
−3

2
.

Lemma 3.14. Sei g ∈ G der Ordnung k. Für jede Darstellung ∆ von G mit Charakter χ gilt

(i) χ(g) ist die Summe von χ(1) vielen k-ten Einheitswurzeln.

(ii) |χ(g)| ≤ χ(1).

(iii) |χ(g)| = χ(1) ⇐⇒ ∆(g) ∈ C× id.

(iv) χ(g) = χ(1) ⇐⇒ g ∈ Ker(∆).

Beweis.

(i) Sei n := χ(1), und seien ϵ1, . . . , ϵn ∈ C die Eigenwerte von ∆(g) (mit Vielfachheiten). Wegen
(∆(g))k = ∆(gk) = ∆(1) = 1n sind die ϵi k-te Einheitswurzeln und χ(g) = ϵ1 + . . .+ ϵn.
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(ii) Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Vektoren v := (ϵ1, . . . , ϵn) und w :=
(1, . . . , 1) an:

|χ(g)| = |ϵ1 + . . .+ ϵn| = |⟨v, w⟩| ≤ ∥v∥∥w∥ =
√
n
√
n = n. (3.1)

(iii) Gilt Gleichheit in (3.1), so sind v und w linear abhängig und es folgt ϵ := ϵ1 = ϵ2 = . . . = ϵn. Da
∆(g) diagonalisierbar ist (Aufgabe 4), ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts ϵ gleich
n, d. h. ∆(g) = ϵ id. Ist umgekehrt ∆(g) ∈ C× id, so folgt sicher |χ(g)| = χ(1).

(iv) Ist sogar χ(g) = χ(1), so ist offensichtlich ϵ = 1 und g ∈ Ker(∆). Die Umkehrung ist hier auch
klar.

Definition 3.15. Für eine Darstellung ∆ mit Charakter χ setzen wir Ker(χ) := Ker(∆) und

Z(χ) := Z(∆) := {g ∈ G : |χ(g)| = χ(1)}.

Man nennt Z(χ) das Zentrum von χ (bzw. ∆).

Beispiel 3.16.

(i) Ist g ∈ G eine Involution und χ ein Charakter von G, so gilt χ(g) ∈ Z und χ(g) ≡ χ(1) (mod 2)
nach Lemma 3.14(i).

(ii) Sei ∆ eine Darstellung von G mit Charakter χ und Grad n. Für g ∈ G und z ∈ Z(χ) gilt dann

χ(zg) = tr
(
∆(z)∆(g)

)
= tr

(χ(z)
n

1n∆(g)
)
=
χ(z)

n
tr∆(g) =

χ(z)χ(g)

χ(1)
.

Dies ist nützlich, um Zeilen der Charaktertafel zu vervollständigen. Aufgabe 6 liefert eine duale
Aussage für die Spalten von C(G).

Satz 3.17. Für jeden Charakter χ von G sind Ker(χ) und Z(χ) Normalteiler von G. Dabei ist Ker(χ) ≤
Z(χ) und Z(χ)/Ker(χ) ist zyklisch.

Beweis. Sicher ist Ker(χ)⊴G und Ker(χ) ⊆ Z(χ). Sei ∆: G→ GL(V ) eine Darstellung mit Charakter
χ. Wegen C× idV ⊴GL(V ) ist Z(χ) = ∆−1(C× idV ) ⊴ G. Nach dem Homomorphiesatz ist außerdem
Z(χ)/Ker(χ) zu einer endlichen Untergruppe H von C× idV ∼= C× isomorph. Offenbar besteht H genau
aus den |H|-ten Einheitswurzeln und ist daher zyklisch.

Bemerkung 3.18.

(i) Auf diese Weise kann man häufig Normalteiler konstruieren, denn jeder Normalteiler ist Kern
eines Charakters (Aufgabe 10).

(ii) Sei Cl(G) = {K1, . . . ,Kk}, gi ∈ Ki und Irr(G) = {χ1, . . . , χk}. Dann unterscheidet sich die
Matrix Ω := (ωχi(Kj))i,j von der Charaktertafel C(G) nur durch Skalarmultiplikation von Zeilen
und Spalten. Mit C(G) ist daher auch Ω invertierbar.

Satz 3.19. Die Charaktertafel von G lässt sich aus den Klassenmultiplikationskonstanten berechnen.
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Beweis (Burnside-Algorithmus). Sei Cl(G) = {K1, . . . ,Kn} und γijk := γKiKjKk die Klassenmulti-
plikationskonstante. Sei Ti := (γijk)j,k ∈ Zn×n. Seien ∆1, . . . ,∆n die irreduziblen Darstellungen von G
und ωi := ω∆i für i = 1, . . . , n. Wie im Beweis von Satz 2.17 gilt

ωl(Ki)ωl(Kj) =

n∑
k=1

γijkωl(Kk)

für 1 ≤ i, j, l ≤ n. Folglich ist el := (ωl(Kk))k ∈ Cn ein Eigenvektor von Ti zum Eigenwert ωl(Ki).2

Nach Bemerkung 3.18 ist {e1, . . . , en} eine Basis von Cn. Jeder Eigenraum von Ti wird daher von
einigen der el aufgespannt. Wir schneiden diese Eigenräume mit den Eigenräumen der Tj für j ̸= i.
Die nicht-trivialen Durchschnitte haben die Form

Vl := {v ∈ Cn : ∀i : Tiv = ωl(Ki)v} ≤ Cn

für ein 1 ≤ l ≤ n (beachte el ∈ Vl). Seien vl ∈ Vl mit
∑n

l=1 vl = 0. Dann folgt
n∑
l=1

ωl(Ki)vl = Ti

n∑
l=1

vl = 0

für i = 1, . . . , n. Da die Matrix (ωl(Ki))l,i nach Bemerkung 3.18 invertierbar ist, ergibt sich v1 =
. . . = vn = 0 und

∑n
l=1 Vl =

⊕n
l=1 Vl. Aus Dimensionsgründen ist Vl = ⟨el⟩ für l = 1, . . . , n. Wegen

ωl(K1) = 1 lässt sich el aus Vl berechnen. Nach der ersten Orthogonalitätsrelation existiert nur ein
Vektor el, sagen wir e1, der nur aus positiven Zahlen besteht. Er gehört zur trivialen Darstellung ∆1.
Daraus ergeben sich die Klassenlängen |Ki| = ω1(Ki) für i = 1, . . . , n. Wegen

n∑
i=1

|ωl(Ki)|2

|Ki|
=

1

χl(1)2

n∑
i=1

|Ki||χl(gi)|2 =
1

χl(1)2

∑
g∈G

|χl(g)|2 =
|G|
χl(1)2

(χl, χl)G =
|G|
χl(1)2

erhält man χl(1) und anschließend auch χl(gi) =
χl(1)ωl(Ki)

|Ki| für gi ∈ Ki.

Bemerkung 3.20. In der Regel braucht man nicht alle Matrizen Ti, um die Charaktertafel zu berech-
nen. Hat zum Beispiel ωl(Ki) als Eigenwert von Ti Vielfachheit 1, so kann man el direkt als Erzeuger
des Eigenraums bestimmen. Optimierungen dieser Art führen zum Dixon-Schneider-Algorithmus, der
in der Praxis häufig benutzt wird.

Satz 3.21. Sei Cl(G) = {K1, . . . ,Kn} und gi ∈ Ki. Dann gilt

γijk =
|Ki||Kj |

|G|
∑

χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gk)

χ(1)

für 1 ≤ i, j, k ≤ n. Die Klassenmultiplikationskonstanten lassen sich also aus der Charaktertafel be-
stimmen.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.19 ist ωχ(Ki)ωχ(Kj) =
∑n

k=1 γijkωχ(Kk). Daraus folgt

|Ki||Kj |
|G|

∑
χ∈Irr(G)

χ(gi)χ(gj)χ(gk)

χ(1)
=

1

|G|
∑

χ∈Irr(G)

ωχ(Ki)ωχ(Kj)χ(1)χ(gk)

=
1

|G|

n∑
l=1

γijl
∑

χ∈Irr(G)

ωχ(Kl)χ(1)χ(gk) =
1

|G|

n∑
l=1

γijl|Kl|
∑

χ∈Irr(G)

χ(gl)χ(gk)
2.17
= γijk.

2Die Eigenwerte von Ti lassen sich zwar berechnen, aber deren Zuordnung zu ωl ist nicht eindeutig.
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4 Ganz-algebraische Zahlen

Definition 4.1. Eine Zahl ζ ∈ C heißt ganz-algebraisch, falls sie Nullstelle eines normierten, ganzzah-
ligen Polynoms ist, d. h. es existieren Zahlen n ∈ N und a0, . . . , an−1 ∈ Z mit ζn + an−1ζ

n−1 + . . . +
a1ζ + a0 = 0.

Beispiel 4.2.

(i) Ganze Zahlen sind offenbar ganz-algebraisch und ganz-algebraische Zahlen sind algebraisch.

(ii) Einheitswurzeln sind ganz-algebraisch als Nullstellen von Polynomen der Form Xn − 1.

Lemma 4.3. Sind α, β ∈ C ganz-algebraisch, so auch α+ β und αβ. (Die ganz-algebraischen Zahlen
bilden also einen Ring.)

Beweis. Wir schreiben

αn = an−1α
n−1 + . . .+ a0,

βm = bm−1β
m−1 + . . .+ b0

(4.1)

mit a0, . . . , an−1, b0, . . . , bm−1 ∈ Z. Sei S := {αiβj : i = 0, . . . , n− 1, j = 0, . . . ,m− 1} und γ := α+ β
(bzw. αβ). Für s ∈ S existieren dann Zahlen cst ∈ Z mit γs =

∑
t∈S cstt (benutze (4.1)). Für A :=

(cst)s,t∈S ∈ Znm×nm und v := (s : s ∈ S) ∈ Cnm gilt Av = γv. Also ist γ Nullstelle des normierten,
ganzzahligen, charakteristischen Polynoms det(X1nm −A).

Bemerkung 4.4. Ist χ ein Charakter von G, so ist χ(g) als Summe von Einheitswurzeln (Lemma 3.14)
ganz-algebraisch für g ∈ G.

Lemma 4.5. Ist ζ ∈ Q ganz-algebraisch, so ist ζ ∈ Z.

Beweis. Sei ζ = r
s mit r, s ∈ Z und ggT(r, s) = 1. Nach Voraussetzung existieren a0, . . . , an−1 ∈ Z mit

rn

sn
=
an−1r

n−1

sn−1
+ . . .+

a1r

s
+ a0.

Umstellen ergibt
rn = s(an−1r

n−1 + . . .+ a1rs
n−2 + a0s

n−1).

Also ist s | rn. Wegen ggT(r, s) = 1 folgt s = ±1 und ζ ∈ Z.

Lemma 4.6. Für C ∈ Cl(G) und χ ∈ Irr(G) ist ωχ(C) ganz-algebraisch.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.19 gezeigt, ist ωχ(C) ein Eigenwert einer ganzzahligen Matrix T .
Also ist ωχ(C) als Nullstelle des normierten, ganzzahligen, charakteristischen Polynoms von T ganz-
algebraisch.

Satz 4.7. Für χ ∈ Irr(G) ist χ(1)
∣∣ |G|.
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Beweis. Seien g1, . . . , gk ∈ G Repräsentanten für die Konjugationsklassen K1, . . . ,Kk von G. Nach der
ersten Orthogonalitätsrelation ist dann

|G|
χ(1)

=
1

χ(1)

∑
g∈G

χ(g)χ(g) =
1

χ(1)

k∑
i=1

|Ki|χ(gi)χ(g−1
i ) =

k∑
i=1

ωχ(Ki)χ(g
−1
i ).

Nach Lemma 4.6 ist |G|
χ(1) ganz-algebraisch. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 4.5.

Beispiel 4.8.

(i) Sei G eine p-Gruppe mit |G| ≥ p2. Nach Bemerkung 2.15 und Satz 4.7 gilt

0 ≡ |G| =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)2 = |G/G′|+
∑

χ∈Irr(G)
χ(1)>1

χ(1)2 ≡ |G/G′| (mod p2)

und |G/G′| ≥ p2. Insbesondere ist G abelsch, falls |G| = p2. Durch Induktion nach |G| erhält
man, dass jede p-Gruppe auflösbar ist.

(ii) Nach Algebra ist die alternierende Gruppe G = A5 nicht-abelsch und einfach. Die Permutationen

1, (1, 2)(3, 4), (1, 2, 3), (1, 2, 3, 4, 5) ∈ G

haben paarweise verschiedene Ordnungen und sind daher nicht konjugiert. Nehmen wir an, dass
g := (1, 2, 3, 4, 5) zu g2 konjugiert ist. Sei x ∈ G mit xgx−1 = g2. Dann ist x2gx−2 = g4 = g−1 und
x4gx−4 = g. Daher muss die Ordnung von x durch 4 teilbar sein. Allerdings besitztG kein Element
der Ordnung 4. Somit sind g und g2 nicht konjugiert und k(G) ≥ 5. Sei 1G ̸= χ ∈ Irr(G). Wegen
G′ = G ist χ(1) > 1. Nehmen wir χ(1) = 2 an. Sei g := (1, 2)(3, 4) ∈ G. Nach Beispiel 3.13 ist
χA4 die Summe von zwei linearen Charakteren. Dann wäre aber χ(g) = 2 = χ(1) im Widerspruch
zu Ker(χ) = 1. Also gilt χ(1) ≥ 3. Für die Gleichung

60 = |G| =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)2 = 1 +
∑
χ ̸=1G

χ(1)2.

gibt es nun zwei Lösungen: 60 = 1+32+32+42+52 = 1+32+32+32+42+42. Angenommen die
zweite Zerlegung ist korrekt (d. h. k(G) = 6). Für χ(1) = 3 bzw. χ(1) = 4 erhält man χ(g) = −1
bzw. χ(g) = 0 aus Beispiel 3.13. Dies zeigt∑

χ∈Irr(G)

χ(1)χ(g) = 1− 3− 3− 3 ̸= 0

im Widerspruch zur zweiten Orthogonalitätsrelation. Daher sind 1, 3, 3, 4, 5 die Charaktergrade
von G und k(G) = 5. Da es nur einen Charakter vom Grad 4 gibt, muss dieser reell sein. Die
Einschränkung nach A4 liefert somit folgende Einträge der Charaktertafel:

A5 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4, 5) (1, 3, 5, 2, 4)

1G 1 1 1 1 1
χ2 3 −1 0
χ3 3 −1 0
χ4 4 0 1
χ5 5 1 −1

Wir vervollständigen die Tafel in Beispiel 5.8 und Beispiel 7.13.
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5 Induzierte Charaktere

Bemerkung 5.1. Für H ≤ G und φ ∈ CF(G) ist offenbar die Einschränkung φH : H → C eine
Klassenfunktion von H. Wir konstruieren umgekehrt aus φ ∈ CF(H) eine Klassenfunktion auf G.

Definition 5.2. Für H ≤ G und φ ∈ CF(H) sei

φG : G→ C, x 7→ 1

|H|
∑
g∈G

gxg−1∈H

φ(gxg−1).

Man nennt φG die von φ induzierte Klassenfunktion.

Satz 5.3. Für φ ∈ CF(H) ist φG ∈ CF(G).

Beweis. Für x, y ∈ G ist

φG(yxy−1) =
1

|H|
∑
g∈G

gyxy−1g−1∈H

φ(gyxy−1g−1) =
1

|H|
∑
h∈G

hxh−1∈H

φ(hxh−1) = φG(x).

Bemerkung 5.4.

(i) Man sieht leicht, dass die Induktion eine lineare Abbildung von CF(H) nach CF(G) ist.

(ii) Ist |⟨x⟩| kein Teiler von |H|, so liegt kein Konjugiertes von x in H und es folgt φG(x) = 0. Für
N ⊴G, φ ∈ CF(N) und x ∈ G \N gilt ebenso φG(x) = 0.

(iii) Für H ≤ G, φ ∈ CF(H) und x ∈ G gilt

φG(x) =
1

|H|
∑
g∈G

g−1xg∈H

φ(g−1xg) =
1

|H|
∑

gH∈G/H

∑
h∈H

h−1g−1xgh∈H

φ(h−1g−1xgh)

=
1

|H|
∑
h∈H

∑
gH∈G/H
g−1xg∈H

φ(g−1xg) =
∑

gH∈G/H
xgH=gH

φ(g−1xg).

Dies ist nützlich für die praktische Berechnung.

Satz 5.5. Seien K ≤ H ≤ G, φ ∈ CF(G), µ ∈ CF(H) und ν ∈ CF(K). Dann gilt

(i) (νH)G = νG (Transitivität).

(ii) φµG = (φHµ)
G

(iii) (φ, µG)G = (φH , µ)H (Frobenius-Reziprozität).

19



Beweis.

(i) Nach Bemerkung 5.4(iii) gilt

(νH)G(x) =
∑

gH∈G/H
xgH=gH

νH(g−1xg) =
∑

gH∈G/H
xgH=gH

∑
hK∈H/K

g−1xghK=hK

ν(h−1g−1xgh)

=
∑

aK∈G/K
xaK=aK

ν(a−1xa) = νG(x)

für x ∈ G.

(ii) Wie in (i) gilt

(φµG)(x) = φ(x)
∑

gH∈G/H
xgH=gH

µ(g−1xg) =
∑

gH∈G/H
xgH=gH

(φHµ)(g
−1xg) = (φHµ)

G(x)

für x ∈ G.

(iii) Es gilt

(φ, µG)G =
1

|G|
∑
x∈G

φ(x)
∑

gH∈G/H
xgH=gH

µ(g−1xg) =
1

|G|
∑

gH∈G/H

∑
x∈G

g−1xg∈H

φ(g−1xg)µ(g−1xg)

=
1

|G|
∑

gH∈G/H

∑
h∈H

φ(h)µ(h) =
|G : H|
|G|

∑
h∈H

φ(h)µ(h) = (φH , µ)H .

Bemerkung 5.6. Die Frobenius-Reziprozität besagt, dass Restriktion und Induktion zueinander ad-
jungierte Abbildungen zwischen CF(G) und CF(H) sind.

Satz 5.7. Für jeden Charakter ψ von H ≤ G ist ψG ein Charakter von G vom Grad |G : H|ψ(1).

Beweis. Wir schreiben ψG =
∑

χ∈Irr(G) aχχ mit aχ ∈ C. Dann ist

aχ = (χ, ψG)G = (χH , ψ)H ∈ N0,

denn χH ist ein Charakter von H. Also ist ψG ein Charakter von G. Nach Definition ist

ψG(1) =
1

|H|
∑
g∈G

ψ(1) = |G : H|ψ(1).

Beispiel 5.8.

(i) Nach Bemerkung 2.15 ist 1G1 der reguläre Charakter von G. Insbesondere ist φG nicht unbedingt
irreduzibel, falls φ irreduzibel ist. Ist φ reduzibel, so muss auch φG reduzibel sein wegen der
Linearität der Induktion.
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(ii) Sei G := A5 und H := A4. Nach Aufgabe 17 ist π := (1H)
G der Permutationscharakter von G

auf {1, . . . , 5}, denn H ist der Stabilisator von 5. Für g ∈ G ist π(g) die Anzahl der Fixpunkte
von g. Da G transitiv operiert, ist 1G ein irreduzibler Bestandteil von π mit Vielfachheit 1. Da
G nach Beispiel 4.8 keinen irreduziblen Charakter vom Grad 2 besitzt, ist χ := π − 1G ein
irreduzibler Charakter vom Grad 4. Man erhält die fehlenden Werte χ((1, 2, 3, 4, 5)) = −1 =
χ((1, 3, 5, 2, 4)). Sei nun λ ∈ Irr(H) ein nicht-trivialer linearer Charakter und ψ := λG. Wegen
(ψ,1G)G = (λ,1H)H = 0 und ψ(1) = |G : H|λ(1) = 5 ist auch ψ irreduzibel. Wegen 5 ∤ 12 = |H|
liegt kein 5-Zyklus in H. Dies zeigt ψ((1, 2, 3, 4, 5)) = 0 = ψ((1, 3, 5, 2, 4)).

A5 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4, 5) (1, 3, 5, 2, 4)

1G 1 1 1 1 1
χ2 3 −1 0
χ3 3 −1 0
χ4 4 0 1 −1 −1
χ5 5 1 −1 0 0

Die fehlenden Werte werden in Beispiel 7.13 berechnet.

6 Anwendungen

Bemerkung 6.1. William Burnside verfasste 1897 das erste Buch über Gruppentheorie. Mangels
Anwendungen wurde die von ihm und Frobenius entwickelte Charaktertheorie darin noch nicht erwähnt.
Dies änderte sich mit seinem Beweis des paqb-Satzes. Im Vorwort der 1911 erschienenen zweiten Auflage
schreibt er:

Very considerable advances in the theory of groups of finite order have been made since the
appearance of the first edition of this book. In particular the theory of groups of linear sub-
stitutions has been the subject of numerous and important investigations by several writers;
and the reason given in the original preface for omitting any account of it no longer holds
good.

Lemma 6.2. Sei χ ∈ Irr(G) und g ∈ C ∈ Cl(G) mit ggT(χ(1), |C|) = 1. Dann ist g ∈ Z(χ) oder
χ(g) = 0.

Beweis. Sei α := χ(g)
χ(1) . Wegen ggT(χ(1), |C|) = 1 existieren a, b ∈ Z mit aχ(1) + b|C| = 1. Mit ωχ(C)

und χ(g) ist auch

α =
χ(g)

χ(1)

(
aχ(1) + b|C|

)
= aχ(g) + bωχ(C)

ganz-algebraisch. Sei n := |⟨g⟩|. Als Summe n-ter Einheitswurzeln liegt χ(g) im Kreisteilungskörper
Qn. Sei G := Gal(Qn|Q). Für σ ∈ G ist auch σ(α) ganz-algebraisch, denn α und σ(α) sind Nullstellen
des gleichen ganzzahligen Polynoms. Daher ist auch β :=

∏
σ∈G σ(α) ganz-algebraisch (Lemma 4.3).

Wegen σ(β) = β für alle σ ∈ G liegt β im Fixkörper von G, d. h. β ∈ Q, da Q ⊆ Qn eine Galois-
Erweiterung ist. Nach Lemma 4.5 ist β ∈ Z. Im Fall g /∈ Z(χ) ist |α| < 1 (Lemma 3.14). Mit χ(g) ist
auch σ(χ(g)) Summe von m := χ(1) vielen n-ten Einheitswurzeln ϵ1, . . . , ϵm. Es folgt

|σ(χ(g))| = |ϵ1 + . . .+ ϵm| ≤ |ϵ1|+ . . .+ |ϵm| = m

und |σ(α)| ≤ 1 für σ ∈ G. Folglich ist |β| < 1, d. h. β = 0. Also ist α = 0 und χ(g) = 0.
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Satz 6.3. Sei G einfach und nicht-abelsch, C ∈ Cl(G) und |C| Potenz einer Primzahl p. Dann ist
C = {1}.

Beweis. Wir nehmen C ̸= {1} an und wählen g ∈ C und χ ∈ Irr(G) \ {1G}. Da G einfach ist, ist
Ker(χ) = 1. Da G nicht-abelsch ist, ist auch Z(χ) = 1 (Satz 3.17). Im Fall p ∤ χ(1) ist also χ(g) = 0
nach Lemma 6.2. Daher ist

∑
χ∈Irr(G)
p |χ(1)

χ(1)

p
χ(g) =

1

p

∑
1G ̸=χ∈Irr(G)

χ(1)χ(g) =
1

p

( ∑
χ∈Irr(G)

χ(1)χ(g)− 1G(1)1G(g)

)
= −1

p
∈ Q \ Z

ganz-algebraisch. Widerspruch.

Satz 6.4 (Burnside). Sei |G| = paqb mit Primzahlen p, q und a, b ∈ N0. Dann ist G auflösbar.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und N ◁ G. Ist N ̸= 1, so wären N und G/N auflösbar
und daher auch G. Also ist N = 1 und G ist einfach und nicht-abelsch. O.B. d. A. sei 1 ̸= P ∈ Sylp(G).
Nach Algebra existiert g ∈ Z(P ) \ {1}. Sei C die Konjugationsklasse von g. Dann ist

|C| = |G : CG(g)|
∣∣ |G : P | = qb

eine Primzahlpotenz. Nach Satz 6.3 ist C = {1}. Widerspruch.

Bemerkung 6.5. Satz 6.4 war eine der ersten Anwendungen der Darstellungstheorie zur Untersuchung
endlicher Gruppen. Mittlerweile kennt man auch einen (deutlich schwierigeren) Beweis, der ohne Dar-
stellungstheorie auskommt.3 Für Satz 6.3 und den folgenden Satz kennt man jedoch keinen solchen
Beweis.4

Satz 6.6 (Frobenius). Sei H ≤ G mit gHg−1 ∩H = 1 für alle g ∈ G \H. Dann existiert N ⊴G mit
G = HN und H ∩N = 1.

Beweis (Knapp-Schmid). Sei
H∗ :=

(⋃
g∈G

gHg−1
)
\ {1}

und N := G \H∗. Nach Voraussetzung gilt NG(H) = H, d. h. H besitzt genau |G : H| Konjugierte in
G. Für je zwei verschiedene Konjugierte xHx−1 und yHy−1 gilt

xHx−1 ∩ yHy−1 = x(H ∩ x−1yHy−1x)x−1 = 1.

Dies zeigt |H∗| = |G : H|(|H| − 1) = |G| − |G : H| und |N | = |G : H|. Wenn wir zeigen können, dass
die Klassenfunktion

ρ : G→ C, g 7→

{
|H| falls g ∈ N,

0 falls g ∈ H∗.

3siehe Abschnitt 10.2 in [H. Kurzweil, B. Stellmacher, Theorie der endlichen Gruppen, Springer, Berlin, 1998]
4siehe mathoverflow
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ein Charakter von G ist, so folgt N = Ker(ρ)⊴G. Wegen N ∩H = 1 ist dann |HN | = |H||N | = |G|
und G = HN . Für χ ∈ Irr(G) müssen wir (χ, ρ) ∈ N0 zeigen. Zunächst gilt (ρ,1G) =

|H||N |
|G| = 1. Für

χ ̸= 1G gilt nach der ersten Orthogonalitätsrelation

cχ := (χ, ρ)G =
1

|G|
∑
g∈N

χ(g)|H| = 1

|N |
∑
g∈G

χ(g)− 1

|N |
∑
g∈H∗

χ(g)

= −
∑

g∈H\{1}

χ(g) = χ(1)− |H|(χH ,1H)H ∈ Z.

Wir können cχ ̸= 0 annehmen. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet auf die Vektoren (χ(g) :

g ∈ N) und (1, . . . , 1) ergibt

(|N |cχ)2 =
(∑
g∈N

χ(g)
)2

≤ |N |
∑
g∈N

|χ(g)|2.

Es folgt

1 = (χ, χ)G =
1

|G|
∑
g∈N

|χ(g)|2 + 1

|G|
∑
g∈H∗

|χ(g)|2 ≥ 1

|H|

(
c2χ +

∑
g∈H\{1}

|χ(g)|2
)
> 0.

Wegen c2χ − χ(1)2 = (cχ + χ(1))(cχ − χ(1)) ist andererseits

1

|H|

(
c2χ+

∑
g∈H\{1}

|χ(g)|2
)
=

1

|H|
(
c2χ−χ(1)2

)
+ (χH , χH)H = (χH , χH)H − (cχ+χ(1))(χH ,1H)H ∈ Z.

Daher gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies impliziert χ(g) = χ(1) für alle g ∈ N .
Also ist cχ = χ(1) > 0 wie gewünscht.

Bemerkung 6.7. In der Situation von Satz 6.6 mit 1 < H < G nennt man G eine Frobeniusgruppe
mit Komplement H und Kern N .

Beispiel 6.8. Sei n ≥ 3 ungerade. Dann ist

D2n = ⟨σ, τ : σn = τ2 = 1, τστ = σ−1⟩

eine Frobeniusgruppe mit Komplement ⟨τ⟩ und Kern ⟨σ⟩, denn σiτσ−i = σ2iτ ̸= τ für i = 1, . . . , n−1.
Weitere Beispiele werden in Aufgabe 16 konstruiert.

Satz 6.9 (Taunt). Für jede p-Sylowgruppe P von G gilt G′ ∩ Z(G) ∩ P ≤ P ′.

Beweis. Als Untergruppe von Z(G) ist N := G′ ∩Z(G)∩P ein Normalteiler von G. Sei λ ∈ Irr(P ) ein
linearer Charakter. Da λG(1) = |G : P | nicht durch p teilbar ist, existiert ein irreduzibler Bestandteil
χ von λG mit d := χ(1) ̸≡ 0 (mod p). Nach Frobenius-Reziprozität ist λ ein Bestandteil von χP .
Daher ist λN ein irreduzibler Bestandteil von χN . Wegen N ⊆ Z(G) kann χN nach Aufgabe 15 keine
weiteren Bestandteile haben. Dies zeigt χN = dλN . Für µ := detχ ist daher µN = det(χN ) = λdN
(Bemerkung 2.6). Wegen µ(1) = 1 gilt N ≤ G′ ≤ Ker(µ) und λdN = 1N . Andererseits gilt λ(x)|N | =

λ(x|N |) = λ(1) = 1 für alle x ∈ N , d. h. λ|N |
N = 1N . Wir wählen a, b ∈ Z mit ad+b|N | = ggT(d, |N |) = 1.

Dann ist λN = (λdN )
a(λ

|N |
N )b = 1N . Dies zeigt N ≤ Ker(λ). Satz 3.12 und Aufgabe 10 angewendet auf

P/P ′ liefern
N ≤

⋂
λ∈Irr(P )
λ(1)=1

Ker(λ) = P ′.
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Beispiel 6.10. Sei G eine Gruppe kubikfreier Ordnung (d. h. |G| ist nicht durch die dritte Potenz
einer Primzahl teilbar). Nach Beispiel 4.8 sind alle Sylowgruppen P von G abelsch. Mit Taunt folgt
G′ ∩ Z(G) ∩ P = 1. Da G′ ∩ Z(G) ∩ P eine Sylowgruppe von G′ ∩ Z(G) ist, gilt sogar G′ ∩ Z(G) = 1.

7 Darstellungen über Zahlkörpern

Bemerkung 7.1. Für die symbolische (d. h. exakte) Berechnung von Darstellungen mit dem Computer
ist es notwendig den Körper C durch „kleinere“ Körper zu approximieren.

(i) Für die bisherige Entwicklung der Charaktertheorie haben wir nur benutzt, dass C Charakteristik
0 hat (Maschke), algebraisch abgeschlossen ist (Schurs Lemma) und die komplexe Konjugation
existiert (Skalarprodukt).5 Alle Aussagen gelten daher auch für den algebraischen Abschluss Q
von Q in C (Q ist die Menge der algebraischen Zahlen). Im Gegensatz zu C ist Q zwar abzählbar,
aber unendlich-dimensional über Q.

(ii) Nach Lemma 3.14 liegen die Charakterwerte von G im Kreisteilungskörper Q|G|.6 Brauers tief-
liegender Induktionssatz7 impliziert, dass sich sogar jede C-Darstellung vonG über Q|G| realisieren
lässt. Wir beweisen mit weniger Aufwand eine schwächere Aussage.

(iii) Ein Zahlkörper ist ein Teilkörper K ⊆ C mit |K : Q| = dimQK < ∞. Ggf. ist Q ⊆ K eine
algebraische Körpererweiterung und K liegt in Q. Sei x1, . . . , xn ∈ K eine Q-Basis von K. Sei
µi ∈ Q[X] das Minimalpolynom von xi für i = 1, . . . , n. Dann ist der Zerfällungskörper L ⊆ C von
µ1 . . . µn eine Galois-Erweiterung über Q mit K ⊆ L. Wir können daher bei Bedarf annehmen,
dass K selbst eine Galois-Erweiterung ist. Bekanntlich ist Q ⊆ Qn für alle n ∈ N eine Galois-
Erweiterung (das haben wir bereits im Beweis von Lemma 6.2 benutzt).

Satz 7.2. Für jede endliche Gruppe G existiert ein Zahlkörper K, sodass jede C-Darstellung von G
zu einer K-Darstellung ähnlich ist.

Beweis. Seien ψ1, . . . , ψk die Charaktere der irreduziblen Q-Darstellungen bis auf Ähnlichkeit. Wie in
Satz 2.18 ist {ψ1, . . . , ψk} eine Orthonormalbasis von CF(G) und k = k(G). Da jede Q-Darstellung
auch eine C-Darstellung ist, gilt

ψi =
∑

χ∈Irr(G)

ai,χχ

für 1 ≤ i ≤ k und gewisse ai,χ ∈ N0. Aus 1 = (ψi, ψi)G =
∑

χ∈Irr(G) a
2
i,χ folgt ψi ∈ Irr(G) und

Irr(G) = {ψ1, . . . , ψk}. Jede (irreduzible) C-Darstellung ist also zu einer Q-Darstellung ∆ ähnlich
(Satz 2.14). Die Einträge von ∆(g) für g ∈ G sind algebraische Zahlen, sie liegen somit in einem
Zahlkörper K. Wir können K so groß wählen, dass jede (irreduzible) Q-Darstellung Einträge in K
hat.

Definition 7.3. Eine Darstellung über einem Zahlkörper K heißt absolut irreduzibel , wenn sie als
C-Darstellung irreduzibel ist. Sind alle irreduziblen K-Darstellungen absolut irreduzibel, so nennt man
K einen Zerfällungskörper von G.

5Wir haben nicht benutzt, dass C als normierter Raum abgeschlossen ist.
6Sogar Qexp(G) mit exp(G) := kgV(|⟨g⟩| : g ∈ G).
7siehe Satz 6.7 in Charaktertheorie
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Beispiel 7.4.

(i) Nach Satz 7.2 besitzt jede Gruppe einen Zerfällungskörper mit endlichem Grad über Q. Nach
Satz 2.2 ist Qn ein Zerfällungskörper jeder abelschen Gruppe der Ordnung n. Man kann zeigen,
dass Q ein Zerfällungskörper der symmetrischen Gruppen ist (ohne Beweis, vgl. Aufgabe 19).

(ii) Die Begleitmatrix B :=
(
0 −1
1 −1

)
des Kreisteilungspolynoms Φ3 = X2 +X + 1 hat Ordnung 3. Da

die Eigenwerte von B irrational sind, ist die Einbettung ∆: ⟨B⟩ ↪→ GL(2,Q) eine irreduzible Q-
Darstellung. Da der Grad von ∆ die Gruppenordnung nicht teilt, kann ∆ nicht absolut irreduzibel
sein (das folgt auch aus Satz 2.2).

Lemma 7.5. Sei n, k ∈ N und kZn ≤ A ≤ Zn. Dann ist A ∼= Zn.

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist A = dZ ∼= Z mit d | k. Sei nun n ≥ 2. Sei π : A → Z,
(a1, . . . , an) 7→ an die Projektion auf die n-te Koordinate. Sei

B := {(a1, . . . , an−1) ∈ Zn−1 : (a1, . . . , an−1, 0) ∈ A} ∼= Ker(π).

Dann gilt kZn−1 ≤ B ≤ Zn−1. Nach Induktion folgt Ker(π) ∼= B ∼= Zn−1. Da A/Ker(π) ∼= π(A) ≤ Z
zyklisch ist, existiert a = (a1, . . . , an) ∈ A mit A = ⟨a⟩+Ker(π). Wegen kZn ≤ A ist an ̸= 0. Für alle
m ∈ Z \ {0} ist daher ma /∈ Ker(π). Also gilt ⟨a⟩ ∩Ker(π) = 0 und A = ⟨a⟩ ⊕Ker(π) ∼= Zn.

Satz 7.6 (Minkowski). Jede endliche Untergruppe G von GL(n,Q) ist zu einer Untergruppe von
GL(n,Z) konjugiert. Außerdem ist G für jede Primzahl p > 2 zu einer Untergruppe von GL(n, p)
isomorph.

Beweis. Offenbar ist M :=
∑

g∈G gZn ⊆ Qn eine abelsche Gruppe, die Zn = 1Zn enthält. Ist k das
kgV aller Nenner von Matrixeinträgen aus allen g ∈ G, so gilt kZn ⊆ kM ⊆ Zn. Nach Lemma 7.5 ist
M ∼= kM ∼= Zn. Sei γ : Zn → M ein entsprechender Isomorphismus von abelschen Gruppen. Da Zn
die Standardbasis von Qn enthält, lässt sich γ (eindeutig) zu einem Isomorphismus γ : Qn → Qn von
Q-Vektorräumen fortsetzen. Für g ∈ G gilt

(γ−1gγ)(Zn) = (γ−1g)(M) = γ−1(M) = Zn.

Eine Auswertung an der Standardbasis zeigt γ−1Gγ ≤ GL(n,Z).

Für die zweite Behauptung können wir G ≤ GL(n,Z) annehmen. Es genügt zu zeigen, dass

Γ: G→ GL(n, p), (aij) 7→ (aij + pZ),

injektiv ist. Im Fall Ker(Γ) ̸= 1 existiert ein g ∈ Ker(Γ) mit Primzahlordnung q. Sei g = 1n + dA
mit d ∈ Z und A ∈ Zn×n mit teilerfremden Einträgen. Wegen g ≡ 1n (mod p) ist p | d. Nach der
binomischen Formel gilt

1n = gq = (1n + dA)q = 1n + qdA+
q(q − 1)

2
d2A2 + . . .+ dqAq,

−qA =
q(q − 1)

2
dA+ . . .+ dq−1Aq ≡ 0 (mod p).

Dies zeigt q = p. Wegen p > 2 erhält man den Widerspruch

−A =
p− 1

2
dA+ . . .+

dp−1

p
Ap ≡ 0 (mod p).
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Folgerung 7.7. Für jedes n ∈ N besitzt GL(n,Q) bis auf Isomorphie nur endlich viele endliche
Untergruppen.

Beweis. Für jede endliche Untergruppe G ≤ GL(n,Q) gilt |G| ≤ |GL(n, 3)| ≤ 3n
2 nach Satz 7.6.

Beispiel 7.8.

(i) Die Begleitmatrix
(
0 −1
1 1

)
∈ GL(2,Z) von Φ6 = X2−X+1 hat Ordnung 6. Wegen GL(2, 2) ∼= S3

kann Satz 7.6 nicht für p = 2 gelten (vgl. Aufgabe 31).

(ii) Sei G ≤ GL(n,Q). Für n = 1 ist offensichtlich G ≤ ⟨−12⟩. Bekanntlich gilt

|GL(n, p)| = (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1)

für jede Primzahl p. Für n = 2 und p = 3 erhält man |G|
∣∣ 48. Nach Aufgabe 9 ist

Q8
∼=
〈( 0 1

−1 0

)
,

(
1 1
1 −1

)〉
≤ SL(2, 3)

allerdings zu keiner Untergruppe von GL(2,Q) konjugiert. Da SL(2, 3) die einzige Untergruppe
der Ordnung 24 in GL(2, 3) ist (ohne Beweis), gilt |G| ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12}. Mit der Matrix aus
(i) gilt

D12
∼=
〈(0 −1

1 1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
≤ GL(2,Z).

Nach Beispiel 1.4 ist auch D8 zu einer Untergruppe von GL(2,Z) isomorph.

(iii) Eine n× n-Matrix der Form (ϵiδiπ(j))i,j mit π ∈ Sn und ϵ1, . . . , ϵn ∈ {±1} heißt verallgemeinerte
Permutationsmatrix . Die verallgemeinerten Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe M ≤
GL(n,Z) der Ordnung 2nn!. Feit hat gezeigt, dass es für n ≥ 11 keine größere Untergruppe gibt
und jede Untergruppe der Ordnung 2nn! zu M konjugiert ist.

(iv) Mit Cn und D2n für n ∈ N besitzt GL(2,R) unendlich viele endliche Untergruppen (Beispiel 1.4).
Nach Aufgabe 32 sind dies aber bis auf Konjugation die einzigen solchen Untergruppen.

(v) Für G ≤ GL(n,C) existiert ein abelscher Normalteiler A⊴G, sodass |G : A| durch eine Funktion
in n beschränkt ist (Satz von Jordan). Für n ≥ 71 gilt konkret |G : A| ≤ (n+1)! mit Gleichheit
für G = Sn+1 (Aufgabe 18).

(vi) Minkowskis Satz lässt sich nicht auf Zahlkörper verallgemeinern: Feit hat gezeigt, dass Q8

zu einer Untergruppe von GL(2,Q(
√
−35)) isomorph ist, aber nicht zu einer Untergruppe von

GL(2, R), wobei R = Z[(1 +
√
−35)/2] der Ganzheitsring von Q(

√
−35) ist.8 Um zu zeigen, dass

Folgerung 7.7 für Zahlkörper gilt, verallgemeinern wir zunächst die komplexe Konjugation von
Charakteren.

Satz 7.9. Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Sei ζ := e2πi/n ∈ Qn und σ ∈ G := Gal(Qn|Q) mit
σ(ζ) = ζk. Dann gilt:

(i) Durch σCl(g) := Cl(gk) für g ∈ G operiert G auf Cl(G).

(ii) Durch (σχ)(g) := σ(χ(g)) = χ(gk) für g ∈ G und χ ∈ Irr(G) operiert G auf Irr(G).

8R ist die Menge der ganz-algebraischen Zahlen in Q(
√
−35).
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Beweis.

(i) Wegen ggT(k, n) = 1 existiert k′ ∈ Z mit kk′ ≡ 1 (mod n). Daher ist G → G, g 7→ gk eine
Bijektion mit Umkehrabbildung g 7→ gk

′ . Für g, h, x ∈ G gilt g = xhx−1 ⇐⇒ gk = xhkx−1.
Also ist σC ∈ Cl(G) für alle C ∈ Cl(G). Für τ ∈ G mit τ(ζ) = ζ l gilt

στCl(g) = Cl(gkl) = σ(Cl(gl)) = σ(τCl(g)).

Somit operiert G auf Cl(G).

(ii) Sei K ein Zahlkörper wie in Satz 7.2 und ∆: G → GL(d,K) eine Darstellung mit Charakter χ.
Nach Bemerkung 7.1 können wir annehmen, dass Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung ist, die Qn

enthält. Wegen

|Gal(K|Q)/Gal(K|Qn)| =
|K : Q|
|K : Qn|

= |Qn : Q|

ist die Einschränkung Gal(K|Q) → Gal(Qn|Q) surjektiv. Sei σ̂ ∈ Gal(K|Q) mit σ̂|Qn = σ.
Die Anwendung von σ̂ auf Matrixeinträge liefert einen Automorphismus von GL(d,K). Also ist
σ̂ ◦∆: G→ GL(d,K) eine irreduzible K-Darstellung mit Charakter

g 7→ tr
(
σ̂(∆(g))

)
= σ(tr∆(g)) = σ(χ(g))

für g ∈ G. Seien ζa1 , . . . , ζad ∈ Qn die Eigenwerte von ∆(g). Dann gilt

χ(gk) = tr∆(gk) = ζa1k + . . .+ ζadk = σ(ζa1 + . . .+ ζad) = σ(χ(g))

(vgl. Aufgabe 5). Man sieht leicht, dass (σ, χ) 7→ σχ eine Operation definiert.

Folgerung 7.10. Ist χ ∈ Irr(G) der einzige irreduzible Charakter vom Grad d, so ist χ ganzzahlig.

Beweis. Für σ ∈ G gilt σχ = χ. Daher liegen die Werte von χ im Fixkörper Q von G, da Q ⊆ Qn eine
Galois-Erweiterung ist. Als ganz-algebraische Zahlen sind die Werte von χ ganzzahlig.

Bemerkung 7.11.

(i) Konjugationsklassen bzw. Charaktere, die in der gleichen Bahn unter G liegen, nennt man Galois-
konjugiert .

(ii) Da G abelsch ist, erhält man auch durch σCl(g) := Cl(gk
′
) mit kk′ ≡ 1 (mod n) eine Operation.

Es gilt dann (σχ)(σg) = χ(g).

(iii) Die natürliche Operation von Aut(G) auf G (d. h. die Einbettung Aut(G) ↪→ Sym(G)) induziert
Operationen von Aut(G) auf Cl(G) und Irr(G). Für α ∈ Aut(G), χ ∈ Irr(G) und g ∈ G gilt dabei
αCl(g) := Cl(α(g)) und (αχ)(g) = χ(α−1(g)). Wieder erhält man (αχ)(αg) = χ(g). Da Inn(G) im
Kern beider Operationen liegt, genügt es die Operationen der äußeren Automorphismengruppe
Out(G) := Aut(G)/Inn(G) zu betrachten.

(iv) Die Operationen von G und Out(G) bewirken Permutationen der Zeilen und Spalten der Cha-
raktertafel von G. Das nächste Resultat impliziert, dass Zeilen und Spalten nicht unabhängig
permutiert werden können.
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Satz 7.12 (Brauers Permutationslemma). Seien G,H endliche Gruppen, sodass G auf Cl(H) und
Irr(H) operiert. Für alle g ∈ G, h ∈ H und χ ∈ Irr(H) gelte (gχ)(gCl(h)) = χ(h). Dann stimmen die
Zyklentypen von g in Sym(Cl(H)) und Sym(Irr(H)) überein. Insbesondere gilt∣∣{C ∈ Cl(H) : gC = C}

∣∣ = ∣∣{χ ∈ Irr(H) : gχ = χ}
∣∣

für alle g ∈ G.

Beweis. Sei Cl(H) = {K1, . . . ,Kk} und Irr(H) = {χ1, . . . , χk}. Sei X := (χi(Kj))i,j die Charaktertafel
von H. Sei g ∈ G fest. Die Operation von g auf Irr(H) (bzw. Cl(H)) wird durch Multiplikation mit
einer Permutationsmatrix P = (δiσ(j)) (bzw. Q = (δiτ(j)) von links (bzw. rechts) beschrieben:

PX =
( k∑
l=1

δiσ(l)χl(Kj)
)
i,j

=
(
χσ−1(i)(Kj)

)
i,j

=
(
g−1

χi(Kj)
)
i,j

=
(
χi(

gKj)
)
i,j

=
(
χi(Kτ(j))

)
i,j

=
( k∑
l=1

χi(Kl)δlτ(j)

)
i,j

= XQ.

Nach der zweiten Orthogonalitätsrelation ist X invertierbar. Es folgt P = XQX−1, d. h. P und Q sind
ähnlich. Sei (l1, . . . , ln) der Zyklentyp von P . Aus Aufgabe 14 erhält man die Eigenwerte von P :{

e2πij/ls : s = 1, . . . , n, j = 0, . . . , ls − 1
}

(mit Vielfachheiten). Da P und Q die gleichen Eigenwerte haben, ist (l1, . . . , ln) auch der Zyklentyp
von Q. Die letzte Behauptung erhält man durch Zählen von Einerzyklen.

Beispiel 7.13.

(i) Sei |G| ungerade. Angenommen es existieren g, x ∈ G mit xgx−1 = g−1. Dann ist x2gx−2 = g.
Da n := |⟨x⟩| nach Lagrange ungerade ist, existieren a, b ∈ Z mit an+ 2b = 1. Es folgt

g−1 = xan+2bgx−an−2b = x2bgx−2b = g = 1.

Daher ist g = 1 der einzige Fixpunkt der Abbildung Cl(G) → Cl(G), Cl(g) 7→ Cl(g−1). Nach
Brauers Permutationslemma ist 1G der einzige Fixpunkt der Abbildung Irr(G) → Irr(G), χ 7→ χ.
Wir wählen χ1, . . . , χs ∈ Irr(G) mit Irr(G) = {1G, χ1, . . . , χs, χ1, . . . , χs}. Wegen χi(1)

∣∣ |G| gilt
χi(1)

2 ≡ 1, 9 (mod 16) und 2χi(1)
2 ≡ 2 (mod 16). Dies zeigt

|G| = 1 +
s∑
i=1

(
χi(1)

2 + χi(1)
2
)
≡ 1 + 2s ≡ k(G) (mod 16).

(ii) In Beispiel 5.8 hatten wir einen (ganzzahligen) Teil der Charaktertafel von G = A5 konstruiert.
Sei g = (1, 2, 3, 4, 5) ∈ G. Wegen (2, 5)(3, 4)g(2, 5)(3, 4) = (1, 5, 4, 3, 2) = g−1 ist die gesamte
Charaktertafel von G reell. Nach Brauers Permutationslemma existieren zwei Galois-konjugierte
Charaktere χ, ψ ∈ Irr(G) (vom gleichen Grad) mit Werten in Q5. Es muss χ(1) = ψ(1) = 3 gelten.
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Da χ(g) eine Summe von drei 5-ten Einheitswurzeln ist, gilt o. B. d. A. χ(g) = 1+ζ+ζ−1 = 1+
√
5

2

und ψ(g) = 1 + ζ2 + ζ−2 = 1−
√
5

2 mit ζ = e2πi/5. 9

A5 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4, 5) (1, 3, 5, 2, 4)

1G 1 1 1 1 1

χ2 3 −1 0 1+
√
5

2
1−

√
5

2

χ3 3 −1 0 1−
√
5

2
1+

√
5

2
χ4 4 0 1 −1 −1
χ5 5 1 −1 0 0

Satz 7.14 (Schur). Sei χ ein treuer Charakter von G mit Werten in einem Zahlkörper K. Dann ist
|G| durch eine Funktion in χ(1) und |K : Q| beschränkt.

Beweis. Nach Lemma 3.14 können wir K ⊆ Qn mit n = |G| annehmen. Da Gal(Qn|Q) abelsch ist, gilt
Gal(Qn|K)⊴Gal(Qn|Q). Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung.
Sei Gal(K|Q) = {σ1, . . . , σk} mit k := |K : Q| und d := χ(1). Dann ist

ψ :=

k∑
i=1

σiχ

ein Charakter vom Grad dk mit Werten in Q. Als ganz-algebraische Zahlen liegen die Werte von ψ
sogar in Z. Nach Lemma 3.14 gilt |ψ(g)| ≤ dk für alle g ∈ G. Daher nimmt ψ höchstens 2dk + 1 viele
Werte an, sagen wir dk = x0, . . . , xs mit s ≤ 2dk. Sei mi := |{g ∈ G : ψ(g) = xi}| für 0 ≤ i ≤ s. Mit χ
ist auch ψ treu (Aufgabe 10). Dies zeigt m0 = 1 nach Lemma 3.14. Da ψl ein Charakter ist, gilt

s∑
i=0

mix
l
i =

∑
g∈G

ψ(g)l = |G|(ψl,1G)G ≡ 0 (mod |G|)

für l = 0, 1, . . .. Also ist v = (m0, . . . ,ms) eine Lösung des Gleichungssystems Av ≡ 0 (mod |G|) mit
ganzzahliger Vandermonde-Matrix A := (xij)

s
i,j=0. Multiplikation mit der zu A komplementären Matrix

zeigt det(A)v ≡ 0 (mod |G|). Die Auswertung an der ersten Koordinate liefert

0 ̸=
∏

0≤i<j≤s
(xj − xi) = m0 det(A) ≡ 0 (mod |G|).

Insbesondere ist
|G| ≤

∏
i<j

|xj − xi| ≤ (2dk)(
s+1
2 ) ≤ (2dk)(

2dk+1
2 ).

Folgerung 7.15. Für n ∈ N und jeden Zahlkörper K besitzt GL(n,K) nur endlich viele endliche
Untergruppen bis auf Isomorphie.

Beweis. Man wendet Satz 7.14 auf den Charakter einer Einbettung G→ GL(n,K) an.

9Diese Werte lassen sich auch mit der zweiten Orthogonalitätsrelation berechnen.

29



8 Algebren

Bemerkung 8.1. Wir führen in den nächsten vier Kapiteln ringtheoretische Begriffe ein, die beim
Studium von Darstellungen über Körpern mit positiver Charakteristik nützlich sind. Dafür sei K ein
beliebiger Körper.

Definition 8.2. Eine Algebra über K (kurz eine K-Algebra) ist ein Ring A (mit Einselement) und
zugleich ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sodass die Skalarmultiplikation und die Ringmulti-
plikation kompatibel sind, d. h. es gilt

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

für alle λ ∈ K und a, b ∈ A. Man bezeichnet A als Divisionsalgebra, falls A× = A \ {0} gilt, d. h. jedes
von 0 verschiedene Element ist invertierbar.

• Eine Unteralgebra einer K-Algebra A ist ein Teilring von A, der zugleich ein K-Vektorraum ist.
Man kann K mit der Unteralgebra K1A von A identifizieren.

• Ein Homomorphismus von K-Algebren A und B ist ein Ringhomomorphismus A → B, der
zugleich K-linear ist. Wie üblich definiert man Epi-, Mono-, Iso- und Automorphismen von
Algebren.

Beispiel 8.3.

(i) Ist K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung, so ist L eine K-Algebra, wobei Ring- und Skalar-
multiplikation identisch sind.

(ii) Für φ ∈ K[X] \K ist A := K[X]/(φ) eine kommutative K-Algebra mit dimA = degφ.

(iii) Für jede K-Algebra A ist das Zentrum Z(A) := {a ∈ A : ∀b ∈ A : ab = ba} eine kommutative
Unteralgebra.

(iv) Sind A1, . . . , An Algebren über K, so auch das direkte Produkt A1 × . . .×An.

(v) Ist A eine K-Algebra und n ∈ N, so ist auch An×n eine K-Algebra. Insbesondere ist Kn×n eine
K-Algebra.

(vi) Ersetzt man die Multiplikation einer Algebra A durch a ∗ b := ba, so erhält man die entgegenge-
setzte Algebra Ao. Die Transposition liefert einen Isomorphismus φ : (An×n)o ∼= (Ao)n×n, a 7→ at,
denn

φ(a ∗ b) = φ(ba) = (ba)t =
( n∑
k=1

bjkaki

)
i,j

=
( n∑
k=1

aki ∗ bjk
)
i,j

= at ∗ bt = φ(a) ∗ φ(b)

für a, b ∈ A. Für Algebren A,B ist die Identität ein Isomorphismus (A×B)o → Ao ×Bo.

(vii) Eine kommutative Divisionsalgebra ist ein Körper. Wedderburn hat gezeigt, dass jede endliche
Divisionsalgebra ein Körper ist.

(viii) Jeder Schiefkörper R ist eine Z(R)-Divisionsalgebra, denn Z(R) ist in diesem Fall ein Körper.

Lemma 8.4. Jede Divisionsalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K ist zu K iso-
morph.
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Beweis. Sei D eine K-Divisionsalgebra und x ∈ D. Dann sind die Potenzen 1D, x, x
2, . . . linear abhän-

gig über K. Daher existiert ein normiertes Polynom α ∈ K[X] \K mit α(x) = 0. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, zerfällt α in Linearfaktoren, etwa α = (X −λ1) . . . (X −λn) mit λ1, . . . , λn ∈ K. Als
Divisionsalgebra besitzt D keine Nullteiler. Aus α(x) = 0 folgt also x = λi1D für ein i ∈ {1, . . . , n}.
Daher ist D = K1D ∼= K.

Definition 8.5. Sei A eine K-Algebra.

(i) Ein Ideal von A ist eine nichtleere Teilmenge I ⊆ A mit x − y, ax, xa ∈ I für alle x, y ∈ I und
a ∈ A. Man schreibt dann I ⊴A oder I ◁A, falls I ein echtes Ideal ist, d. h. I ̸= A.

(ii) Man nennt A einfach, falls {0} und A die einzigen Ideale von A sind. Wie üblich verwenden wir
die Schreibweise 0 := {0} für das Nullideal.

(iii) Für I, J ⊴A sind auch I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J}, I ∩ J und

IJ :=
{ n∑
i=1

xiyj : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ I, y1, . . . , yn ∈ J
}

Ideale von A. Dabei gilt IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I ∪ J ⊆ I + J .

(iv) Für I ⊴A sei I0 := A und In+1 := InI für n ∈ N0. Man nennt I nilpotent , falls ein n mit In = 0
existiert.

Beispiel 8.6.

(i) Sei f : A → B ein Homomorphismus von Algebren. Für J ⊴ B ist das Urbild f−1(J) ⊴ A. Für
I ⊴A ist andererseits f(I) in der Regel kein Ideal von B.

(ii) Jede Divisionsalgebra ist einfach.

(iii) Sei 0 ̸= I ⊴ A := Kn×n und x = (xij) ∈ I mit xst ̸= 0. Sei Est ∈ A die Matrix mit einer 1 an
Position (s, t) und sonst nur Nullen. Dann ist Eij = x−1

st EisxEtj ∈ I für alle 1 ≤ i, j ≤ n. Dies
zeigt I = A. Also ist A einfach, aber keine Divisionsalgebra für n ≥ 2.

(iv) Sei A ⊆ Kn×n die Unteralgebra aller oberen Dreiecksmatrizen. Die Dreiecksmatrizen mit Nullen
auf der Hauptdiagonalen bilden ein nilpotentes Ideal I ⊴A mit In = 0 ̸= In−1.

Bemerkung 8.7. Sei I ⊴ A, x ∈ I und λ ∈ K. Dann gilt λx = (λ1A)x ∈ I. Daher ist I ein K-
Vektorraum. Bekanntlich ist A/I ein Ring und somit auch eine K-Algebra.

Satz 8.8.

(i) (Homomorphiesatz ) Für jeden Homomorphismus f : A → B von Algebren ist Ker(f) ⊴ A und
f(A) ist eine Unteralgebra von B. Außerdem ist

A/Ker(f) ∼= f(A)

ein Isomorphismus von Algebren.

(ii) (1. Isomorphiesatz ) Sei B eine Unteralgebra von A und I ⊴A. Dann ist B+ I eine Unteralgebra
von A, I ⊴B + I, B ∩ I ⊴B und

B/(B ∩ I) ∼= (B + I)/I.
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(iii) (Korrespondenzsatz ) Sei I ⊴A. Dann ist die Abbildung {J ⊴A : I ⊆ J} → {L⊴A/I}, J 7→ J/I
eine Bijektion.

(iv) (2. Isomorphiesatz ) Seien I, J ⊴A mit I ⊆ J . Dann ist

(A/I)/(J/I) ∼= A/J.

Beweis. Nach Algebra ist die Abbildung F : A/Ker(f) → f(A), aKer(f) 7→ f(a) zumindest ein Ring-
isomorphismus. Offenbar ist F auch K-linear und somit ein Isomorphismus von Algebren. Die Iso-
morphiesätze sind Anwendungen des Homomorphiesatz und gelten daher auch für Algebren. Dies
beinhaltet auch die Wohldefiniertheit der Abbildung f(J) = J/I aus dem Korrespondenzsatz. Da J
die Vereinigung der Nebenklassen J/I ist, ist f injektiv. Sei nun L⊴A/I und π : A→ A/I, a 7→ a+ I
der kanonische Epimorphismus. Dann ist J := π−1(L)⊴A mit I ⊆ J und f(J) = J/I = π(J) = L.

Lemma 8.9. Sind I, J ⊴A nilpotent, so auch I + J .

Beweis. Sei n ∈ N mit In = Jn = 0. Jedes Element von (I+J)2n hat die Form z := (x1+y1) . . . (x2n+
y2n) mit x1, . . . , x2n ∈ I und y1, . . . , y2n ∈ J . Durch Ausmultiplizieren erhält man ein Summe von
Termen der Form z1 . . . z2n mit z1, . . . , z2n ∈ I ∪ J . O. B. d.A. liegen mindestens n viele der zi in I.
Dann ist z1 . . . z2n ∈ In = 0. Dies zeigt z = 0 und (I + J)2n = 0.

Definition 8.10. Sei A eine Algebra.

(i) Die Summe J(A) aller nilpotenten Ideale von A nennt man das (Jacobson-)Radikal von A.
Aus Dimensionsgründen ist J(A) bereits die Summe von endlich vielen nilpotenten Idealen. Nach
Lemma 8.9 ist J(A) also das größte nilpotente Ideal von A.

(ii) Man nennt A halbeinfach, falls J(A) = 0 gilt.

(iii) Man nennt A lokal , falls A/J(A) eine Divisionsalgebra ist.

Beispiel 8.11.

(i) Wegen 1 ∈ An für alle n ∈ N ist J(A) ̸= A. Jede einfache Algebra ist somit halbeinfach. Ande-
rerseits ist K ×K halbeinfach, aber nicht einfach, denn K × 0⊴K ×K. Merke:

Körper =⇒ Divisionsalgebra =⇒ einfach =⇒ halbeinfach

(ii) Ist A lokal, so ist J(A) nach dem Korrespondenzsatz ein maximales Ideal von A. In dieser Hinsicht
ist lokal das Gegenteil von halbeinfach.

(iii) Sei A ⊆ Kn×n die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen mit n ≥ 2. Dann besteht J(A) aus den
Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Hauptdiagonale. Der Epimorphismus A → Kn, (aij) 7→
(a11, . . . , ann) hat Kern J(A). Insbesondere ist A/J(A) ∼= Kn keine Divisionsalgebra. Also ist A
weder halbeinfach noch lokal.

(iv) Die Algebra A := K[X]/(X2) ist lokal mit J(A) = (X)/(X2) und A/J(A) ∼= K[X]/(X) ∼= K.

Lemma 8.12. Für Algebren A,B und n ∈ N gilt:

(i) A/J(A) ist halbeinfach.
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(ii) Z(A×B) = Z(A)× Z(B).

(iii) J(A×B) = J(A)× J(B).

(iv) Z(An×n) = Z(A)1n ∼= Z(A).

(v) J(An×n) = J(A)n×n.

Beweis.

(i) Nach dem Korrespondenzsatz existiert ein Ideal I ⊴ A mit I/J(A) = J(A/J(A)). Es existieren
n,m ∈ N mit J(A)n = 0 und Im ⊆ J(A). Daher ist Inm = 0 und I = J(A).

(ii) Für (a, b) ∈ A×B gilt

(a, b) ∈ Z(A×B) ⇐⇒ ∀x ∈ A, y ∈ B : (xa, yb) = (x, y)(a, b) = (a, b)(x, y) = (ax, by)

⇐⇒ (a, b) ∈ Z(A)× Z(B).

(iii) Wir identifizieren A mit A× 0 und B mit B × 0. Offenbar sind dann J(A) und J(B) nilpotente
Ideale von A × B. Dies zeigt J(A) × J(B) = J(A) + J(B) ⊆ J(A × B) =: J . Für (a, b) ∈ J ist
(a, 0) = (a, b)(1, 0) ∈ J ∩A und (0, b) ∈ J ∩B. Da J ∩A und J ∩B nilpotente Ideale von A bzw.
B sind, folgt

(a, b) = (a, 0) + (0, b) ∈ J ∩A+ J ∩B ⊆ J(A)× J(B).

Also gilt J ⊆ J(A)× J(B).

(iv) Sicher ist Z(A)1n ⊆ Z(An×n). Sei umgekehrt M = (aij) ∈ Z(An×n). Dann ist

(δjtais)i,j =
( n∑
k=1

aikδksδjt

)
i,j

=MEst = EstM =
( n∑
k=1

δisδktakj

)
i,j

= (δisatj)i,j

für alle 1 ≤ s, t ≤ n und es folgt M ∈ A1n. Sicher ist auch M ∈ Z(A1n) = Z(A)1n.

(v) Sei J := J(A). Eine Induktion nach k zeigt (Jn×n)k ⊆ (Jk)n×n. Also ist Jn×n nilpotent und
Jn×n ⊆ J(An×n). Sei umgekehrt a = (aij)i,j ∈ J(An×n). Sei I = (ast) ⊴ A das von ast erzeugte
Ideal. Dann ist

IE11 ⊆ (E1saEt1) ⊆ J(An×n).

Da J(An×n) nilpotent ist, muss auch I nilpotent sein. Dies zeigt ast ∈ I ⊆ J und J(An×n) ⊆
Jn×n.

Definition 8.13. Ein Element e einer Algebra A heißt

• Idempotent , falls e2 = e gilt.

• nilpotent , falls en = 0 für ein n ∈ N gilt.

Beispiel 8.14.

(i) In jeder Algebra A sind 0 und 1 Idempotente.

(ii) Ist e ∈ A ein Idempotent, so auch 1− e, denn (1− e)2 = 1− e− e+ e2 = 1− e. Für a ∈ A× ist
auch aea−1 ein Idempotent, denn (aea−1)2 = aea−1aea−1 = ae2a−1 = aea−1.
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(iii) Die Matrizen der Form Eii sind Idempotente in Kn×n.

(iv) Offenbar besteht J(A) aus nilpotenten Elementen. Andererseits ist E12 ∈ K2×2 nilpotent, aber
J(K2×2) = 0.

Lemma 8.15 (Heben von Einheiten/Idempotenten). Sei A eine Algebra und I ⊴ A nilpotent. Dann
gilt:

(i) Ist e+ I ∈ (A/I)× eine Einheit, so auch e ∈ A×.

(ii) Für jedes Idempotent e ∈ A/I existiert ein Idempotent e ∈ A mit e+ I = e.

Beweis (Koh).

(i) Sei a ∈ A mit ea ≡ 1 (mod I) und b := 1 − ea ∈ I. Da I nilpotent ist, existiert ein n ∈ N mit
bn = 0. Dies zeigt

e · a
n−1∑
k=0

bk = (1− b)

n−1∑
k=0

bk = 1− bn = 1.

Eine analoge Rechnung mit 1− ae ergibt e ∈ A×.

(ii) Sei a ∈ A beliebig mit a+ I = e. Dann ist (1− a)a = a− a2 ∈ I. Da I nilpotent ist, existiert ein
n ∈ N mit (1− a)nan = ((1− a)a)n = 0. Sei

e :=
n∑
i=0

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i, f :=

2n∑
i=n+1

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i.

Dann gilt

e+ f =

2n∑
i=0

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i = ((1− a) + a)2n = 1.

Wegen a2n−i(1− a)j = 0 für 0 ≤ i ≤ n und n+1 ≤ j ≤ 2n gilt ef = 0. Dies zeigt e = e(e+ f) =
e2 + ef = e2 und e ≡ a2n ≡ a (mod I).

9 Moduln

Bemerkung 9.1. Wir untersuchen in diesem Kapitel „Vektorräume“ über Algebren anstelle von Kör-
pern. Anders als in der linearen Algebra existieren in dieser Situation im Allgemeinen keine Basen
(siehe Beispiel 9.3). Selbst wenn Basen existieren, müssen sie nicht gleich groß sein. Die Theorie wird
dadurch komplizierter, aber auch reichhaltiger. Stets sei A eine K-Algebra.

Definition 9.2. Ein A-Modul ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum M mit einer Verknüpfung
A×M →M , (a,m) 7→ am sodass für a, b ∈ A, m,n ∈M und λ ∈ K gilt:

• a(m+ n) = am+ an.

• (a+ b)m = am+ bm.

• (ab)m = a(bm).

• 1Am = m.

• λm = (λ1A)m
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Beispiel 9.3.

(i) Der triviale A-Modul 0 := {0}.

(ii) Ist A ein Körper, so sind die A-Moduln genau die A-Vektorräume.

(iii) Durch die gewöhnliche Multiplikation A × A → A, (a, b) 7→ ab wird A zu einem A-Modul, den
man den regulären A-Modul nennt.

(iv) Für A-Moduln M,N ist auch M ×N ein A-Modul.

(v) Für n,m ∈ N ist Kn×m ein Kn×n-Modul bzgl. Matrixmultiplikation. Insbesondere ist Kn :=
Kn×1 ein Kn×n-Modul. Für jedes x ∈ Kn und A := Kn×n gilt Ax = Kn (lineare Algebra), d. h.
{x} ist ein Erzeugendensystem von Kn. Andererseits existiert ein a ∈ A \ {0} mit ax = 0, d. h.
{x} ist linear abhängig. Dies zeigt, dass Kn keine Basis als A-Modul besitzt.

Bemerkung 9.4. Sei M ein A-Modul, a ∈ A und m ∈M . Dann gilt wie in der linearen Algebra

a0M = a(0M + 0M ) = a0M + a0M = 0M ,

0Am = (0A + 0A)m = 0Am+ 0Am = 0M .

Definition 9.5.

• Eine Teilmenge N eines A-Moduls M heißt Untermodul von M , falls N mit den eingeschränkten
Verknüpfungen selbst einA-Modul ist. Wie bei Gruppen schreiben wir dannN ≤M oderN < M ,
falls N ̸=M .

• Sind 0 und M ̸= 0 die einzigen Untermoduln, so nennt man M einfach.

Beispiel 9.6.

(i) Wie üblich sind Durchschnitte und Summen von Untermoduln wieder Untermoduln.

(ii) Sei A = Kn×n und M = Kn. Für x, y ∈M \{0} existiert ein a ∈ A mit ax = y (lineare Algebra).
Daher ist M ein einfacher A-Modul. Im Gegensatz zu Vektorräumen sind einfache Moduln also
nicht unbedingt 1-dimensional.

(iii) Für A-Moduln N ≤ M ist auch der Faktorraum M/N ein A-Modul mit a(m + N) := am + N
für a ∈ A, m+N ∈M/N .

(iv) Für Untermoduln U, V,W ≤M mit U ≤W gilt die Dedekind-Identität

U + (V ∩W ) = (U + V ) ∩W.

Definition 9.7. Eine Abbildung f : M → N für A-Moduln M,N heißt Homomorphismus (oder A-
linear), falls f(ax+ y) = af(x)+ f(y) für a ∈ A und x, y ∈M gilt. Die Menge aller Homomorphismen
bezeichnet man mit HomA(M,N). Wie üblich definiert man Mono-, Epi-, Endo-, Iso- und Automor-
phismen. Abweichend von Gruppen und Algebren schreiben wir M ≃ N oder genauer M ≃A N für
die Isomorphie von Moduln.
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Bemerkung 9.8.

(i) Sei f : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln. Für m ∈M und λ ∈ K gilt

f(λm) = f((λ1A)m) = (λ1A)f(m) = λf(m),

d. h. f ist K-linear.

(ii) Für jeden Homomorphismus f : M → N von A-Moduln ist Ker(f) ≤ M und f(M) ≤ N . Der
Homomorphiesatz, der Korrespondenzsatz und die Isomorphiesätze gelten für Moduln genauso
wie für Vektorräume.

(iii) Ist f : M → N ein bijektiver Homomorphismus, so ist auch f−1 : N →M ein Homomorphismus,
denn

f−1(am) = f−1
(
af(f−1(m))

)
= f−1

(
f(af−1(m))

)
= af−1(m)

für m ∈M und a ∈ A.

(iv) Sind f, g : M → N A-linear, so auch f + g : M → N , m 7→ f(m) + g(m) und λf : M → N ,
m 7→ λf(m) für λ ∈ K. Dadurch wird HomA(M,N) zu einem K-Vektorraum (aber in der Regel
kein A-Modul). Im Fall M = N ist auch f ◦ g ∈ HomA(M,M) =: EndA(M). Wie üblich gilt
dann f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h und (f + g) ◦ h = f ◦ h + g ◦ h für f, g, h ∈ EndA(M). Auf
diese Weise wird EndA(M) zu einer K-Algebra mit Einselement idM . Man nennt EndA(M) die
Endomorphismenalgebra von M .

(v) Sei M ein A-Modul. Für a ∈ A ist fa : M → M , m 7→ am ein Homomorphismus von Vektor-
räumen (aber nicht von A-Moduln). Wegen fa+b = fa + fb und fab = fa ◦ fb für a, b ∈ A ist
f : A → EndK(M), a 7→ fa ein Homomorphismus von Algebren. Man nennt f eine Darstellung
von A. Durch Basiswahl erhält man eine entsprechende Matrixdarstellung A→ Kn×n.

Lemma 9.9. Für einfache A-Moduln M ̸≃ N gilt HomA(M,N) = 0 und EndA(M) ist eine Divisi-
onsalgebra.

Beweis. Für f ∈ HomA(M,N) sind Ker(f) und f(M) Untermoduln vonM bzw.N . Im Fall Ker(f) = 0
wäre M ≃ f(M) = N . Also ist Ker(f) = M und f = 0. Im Fall M = N ist f = 0 oder f ist bijektiv.
Daher ist EndA(M) eine Divisionsalgebra.

Definition 9.10. Sei M ein A-Modul. Eine Folge von Untermoduln 0 = M0 < M1 < . . . < Mn = M
heißt Kompositionsreihe von M , falls die Faktoren Mi/Mi−1 für i = 1, . . . , n einfach sind.

Satz 9.11 (Jordan-Hölder). Jeder A-Modul besitzt eine Kompositionsreihe. Sind 0 = Mk < . . . <
M0 = M und 0 = Nl < . . . < N0 = M Kompositionsreihen von M , so ist k = l und es existiert
ein π ∈ Sk mit Mi−1/Mi

∼= Nπ(i)−1/Nπ(i) für i = 1, . . . , k. Man nennt M0/M1, . . . ,Mk−1/Mk die
Kompositionsfaktoren von M .

Beweis. Induktion nach dimM : Im Fall M = 0 besteht die Kompositionsreihe nur aus M . Sei nun
M ̸= 0 und L < M ein maximaler Untermodul. Nach Induktion besitzt L eine Kompositionsreihe
0 = L0 < . . . < Ln = L. Offensichtlich ist dann L0 < . . . < Ln < M eine Kompositionsreihe von M .

Nun zur Eindeutigkeit: Im Fall M1 = N1 folgt die Behauptung mit Induktion. Sei also M1 ̸= N1. Da
M/M1 einfach ist, ist M =M1 +N1. Der erste Isomorphiesatz zeigt

M/M1 = (N1 +M1)/M1 ≃ N1/(N1 ∩M1), M/N1 = (M1 +N1)/N1 ≃M1/(M1 ∩N1). (9.1)
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Sei 0 = Ks < . . . < K2 = M1 ∩ N1 eine beliebige Kompositionsreihe. Nach Induktion sind dann die
Kompositionsreihen Mk < . . . < M1 und Ks < . . . < K2 < M1 gleich lang (d. h. k = s) und ihre
Faktoren sind (bis auf die Reihenfolge) isomorph. Nun sind auch die Kompositionsreihen 0 = Kk <
. . . < K2 < N1 und 0 = Nl < . . . < N1 gleich lang mit isomorphen Faktoren. Also ist k = s = l und
nach (9.1) haben die Kompositionsreihen

Mk < . . . < M0,

Kk < . . . < K2 < M1 < M0,

Kk < . . . < K2 < N1 < N0,

Nk < . . . < N0

M

M1 N1

M1 ∩N1M2

M3

Mk−1

K3

Ks−1

0

N2

N3

Nl−1

isomorphe Faktoren.

Folgerung 9.12. Jeder einfache A-Modul ist zu einem Kompositionsfaktor des regulären A-Moduls
isomorph. Insbesondere gibt es höchstens dimA viele einfache A-Moduln bis auf Isomorphie.

Beweis. Sei M ein einfacher A-Modul und m ∈M \ {0}. Dann ist die Abbildung φ : A→M , a 7→ am
ein Epimorphismus. Nach dem Homomorphiesatz ist M ≃ A/Ker(φ). Man kann nun eine Kompositi-
onsreihe von Ker(φ) mit M zu einer Kompositionsreihe von A verlängern. Die zweite Aussage folgt,
da jeder einfache Modul mindestens 1-dimensional ist.

Definition 9.13. Für einen A-Modul M nennt man

Ann(M) := {a ∈ A : aM = 0}⊴A

den Annullator von M .

Bemerkung 9.14. Ist φ : M → N ein Isomorphismus von A-Moduln, so gilt

Ann(N) = {a ∈ A : aφ(M) = 0} = {a ∈ A : φ(aM) = 0} = {a ∈ A : aM = 0} = Ann(M).

Satz 9.15. Sind M1, . . . ,Mk die einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie, so gilt

J(A) = Ann(M1) ∩ . . . ∩Ann(Mk).

Beweis. Für jeden A-Modul M und jedes Ideal I ⊴A ist

IM :=
{ n∑
i=1

ximi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ I, m1, . . . ,mn ∈M
}
≤M.
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Insbesondere ist J(A)Mi ≤Mi. Sei J(A)s = 0. Im Fall J(A)Mi =Mi wäre 0 = J(A)sMi = J(A)s−1Mi =
. . . = Mi. Also ist J(A)Mi = 0 für i = 1, . . . , k, da Mi einfach ist. Dies zeigt J(A) ⊆ Ann(M1) ∩ . . . ∩
Ann(Mk) =: I.

Sei 0 = A0 < . . . < Al = A eine Kompositionsreihe des regulären A-Moduls. Da A/Al−1 zu einem Mi

isomorph ist, gilt I(A/Al−1) = 0, d. h. IA ⊆ Al−1 nach Bemerkung 9.14. Analog gilt I2A ⊆ IAl−1 ⊆
Al−2 und schließlich I l = I lA = 0. Daher ist I nilpotent und I ⊆ J(A).

10 Halbeinfache Moduln

Bemerkung 10.1. Bekanntlich ist jeder endlich-dimensionale Vektorraum eine direkte Summe von
einfachen (also 1-dimensionalen) Unterräumen. Wir untersuchen Moduln mit der entsprechenden Ei-
genschaft. Wieder sei A stets eine K-Algebra.

Satz 10.2. Für einen A-Modul M sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) M ist eine Summe von einfachen Untermoduln.

(2) M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln.

(3) Für jeden Untermodul U ≤M existiert ein Untermodul V ≤M mit M = U ⊕ V .

Gegebenenfalls nennt man M halbeinfach.

Beweis.

(1) ⇒ (3): Sei M = M1 + . . . +Mk mit einfachen Untermoduln M1, . . . ,Mk ≤ M . Sei V ≤ M mit
U ∩ V = 0, sodass dimV möglichst groß ist (notfalls V = 0). Nehmen wir U ⊕ V < M an. Dann
existiert 1 ≤ i ≤ k mit Mi ⊈ U + V . Aus der Einfachheit von Mi folgt Mi ∩ (U + V ) = 0. Sei
u = v +m ∈ U ∩ (V +Mi) mit v ∈ V und m ∈ Mi. Dann ist u − v = m ∈ Mi ∩ (U + V ) = 0
und u = v ∈ U ∩ V = 0. Dies zeigt U ∩ (V +Mi) = 0 im Widerspruch zur Wahl von V . Also ist
M = U ⊕ V .

(3) ⇒ (2): Sei U := U1 ⊕ . . . ⊕ Uk eine direkte Summe von einfachen Untermoduln U1, . . . , Uk ≤ M ,
sodass dimU möglichst groß ist. Nehmen wir U < M an. Dann existiert V ≤M mit M = U⊕V .
Aus Dimensionsgründen existiert ein einfacher Untermodul N ≤M mit N ≤ V . Dann wäre aber
U +N = U ⊕N im Widerspruch zur Wahl von U .

(2) ⇒ (1): Trivial.

Beispiel 10.3.

(i) Jeder einfache A-Modul ist halbeinfach.

(ii) Ist M =M1⊕ . . .⊕Mk eine Zerlegung in einfache Moduln, so ist 0 < M1 < M1⊕M2 < . . . < M
eine Kompositionsreihe von M . Daher sind M1, . . . ,Mk die Kompositionsfaktoren von M .

(iii) Sind M1, . . . ,Mk halbeinfache A-Moduln, so auch M1 × . . .×Mk.

(iv) Sei A = K2×2. Dann ist der reguläre A-Modul halbeinfach als Summe der einfachen Moduln{( ∗ 0
∗ 0

)}
≃ K2 ≃

{(
0 ∗
0 ∗
)}

(Beispiel 9.6). Beachte: Als Algebra ist A einfach, als Modul aber
nicht.
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(v) Sei A die Algebra der oberen 2 × 2-Dreiecksmatrizen. Dann ist K2 nicht halbeinfach, denn der
Untermodul K

(
1
0

)
besitzt kein Komplement.

Lemma 10.4. Untermoduln und Faktormoduln von halbeinfachen A-Moduln sind halbeinfach.

Beweis. Sei M ein halbeinfacher A-Modul und N ≤ M . Für L ≤ N existiert ein L1 ≤ M mit
M = L ⊕ L1. Dann gilt N = L + (L1 ∩ N) mit L ∩ (L1 ∩ N) = (L ∩ L1) ∩ N = 0 nach Dedekind.
Daher ist L1∩N ein Komplement von L in N und N ist halbeinfach. Für einen einfachen Untermodul
S ≤M ist (S +N)/N ≃ S/(S ∩N) einfach oder trivial. Mit M ist daher auch M/N eine Summe von
einfachen Untermoduln. Also ist M/N halbeinfach.

Satz 10.5. Für jede Algebra A sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) A ist halbeinfach.

(2) Der reguläre A-Modul ist halbeinfach.

(3) Jeder A-Modul ist halbeinfach.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Seien M1, . . . ,Mn die einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie. Sei x1, . . . , xk ∈Mi eine K-
Basis von Mi. Dann ist A → Mk

i , a 7→ a(x1, . . . , xk) ein Homomorphismus mit Kern Ann(Mi).
Als Untermodul von Mk

i ist A/Ann(Mi) halbeinfach nach Lemma 10.4. Nach Satz 9.15 ist die
Abbildung

A→
n×
i=1

A/Ann(Mi), a 7→ (a+Ann(Mi))1≤i≤n

ein Monomorphismus. Daher ist auch der reguläre A-Modul halbeinfach.

(2) ⇒ (3): Sei M ein A-Modul mit K-Basis m1, . . . ,mk ∈ M . Dann ist Ak → M , (a1, . . . , ak) 7→
a1m1 + . . .+ akmk ein Epimorphismus. Da Ak halbeinfach ist, muss nach Lemma 10.4 auch M
halbeinfach sein.

(3) ⇒ (1): Da der reguläre A-Modul halbeinfach ist, existieren einfache A-Moduln M1, . . . ,Mk mit
A =M1⊕. . .⊕Mk. Sei 1 = m1+. . .+mk mit mi ∈Mi. Für x ∈ J(A) ⊆ Ann(M1)∩. . .∩Ann(Mk)
gilt x = x1 = xm1 + . . .+ xmk = 0. Daher ist J(A) = 0 und A ist halbeinfach.

Lemma 10.6. Für A-Moduln M,M ′, N,N ′ gilt

(i) EndA(A) ∼= Ao.

(ii) EndA(M
n) ∼= EndA(M)n×n für n ∈ N.

(iii) HomA(M,N) = 0 = HomA(N,M) =⇒ EndA(M ×N) ∼= EndA(M)× EndA(N).

(iv) HomA(M,N ×N ′) ≃K HomA(M,N)×HomA(M,N ′).

(v) HomA(M ×M ′, N) ≃K HomA(M,N)×HomA(M
′, N).
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Beweis.

(i) Offenbar ist die Abbildung

Φ: EndA(A) → Ao, f 7→ f(1)

K-linear. Wegen (f ◦ g)(1) = f(g(1)) = f(g(1) · 1) = g(1)f(1) ist Φ ein Homomorphismus von
Algebren. Wegen f(a) = f(a1) = af(1) für a ∈ A ist f durch f(1) bereits eindeutig bestimmt.
Daher ist Φ injektiv. Sei umgekehrt a ∈ A beliebig. Dann ist die Abbildung fa : A → A, b 7→ ba
ein Homomorphismus mit fa(1) = a. Dies zeigt die Surjektivität von Φ.

(ii) Für i = 1, . . . , n sind die Abbildungen

πi : M
n →M, (m1, . . . ,mn) 7→ mi,

ρi : M →Mn, m 7→ (0, . . . , 0,m
i
, 0, . . . , 0)

A-linear. Es gilt

πiρj =

{
idM falls i = j,

0 falls i ̸= j,
idMn =

n∑
i=1

ρiπi.

Wir definieren Φ: EndA(M
n) → EndA(M)n×n, f 7→ (πifρj)

n
i,j=1. Dann ist Φ(id) = (πiρj)i,j = 1n

und Φ(f + g) = Φ(f) + Φ(g) für f, g ∈ EndA(M
n). Außerdem ist

Φ(fg) = (πif id gρj)i,j =
(
πif

n∑
k=1

ρkπkgρj

)
i,j

= (πifρj)i,j(πigρj)i,j = Φ(f)Φ(g).

Daher ist Φ ein Homomorphismus von Algebren. Für Φ(f) = 0 ist auch

f =
( n∑
i=1

ρiπi

)
f
( n∑
j=1

ρjπj

)
=

n∑
i,j=1

ρi(πifρj)πj = 0

und Φ ist injektiv. Sei schließlich (fij)i,j ∈ EndA(M)n×n gegeben. Dann ist f :=
∑n

i,j=1 ρifijπj ∈
EndA(M

n) mit

Φ(f) =
(
πi

n∑
k,l=1

ρkfklπlρj

)
i,j

= (id fij id)i,j = (fij)i,j .

Also ist Φ surjektiv.

(iii) Ähnlich wie in (ii) sei Φ: EndA(M × N) → EndA(M) × EndA(N), f 7→ (π1fρ1, π2fρ2). Man
zeigt leicht, dass Φ ein Homomorphismus von Algebren ist. Sei Φ(f) = 0. Wegen

π1fρ2 ∈ HomA(N,M) = 0 π2fρ1 ∈ HomA(M,N) = 0

ist auch
f = (ρ1π1 + ρ2π2)f(ρ1π1 + ρ2π2) = 0

und Φ ist injektiv. Für (f1, f2) ∈ EndA(M)×EndA(N) sei f : = ρ1f1π1+ρ2f2π2 ∈ EndA(M×N).
Dann ist

Φ(f) =
(
π1(ρ1f1π1 + ρ2f2π2)ρ1, π2(ρ1f1π1 + ρ2f2π2)ρ2

)
= (f1, f2).

Daher ist φ surjektiv.
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(iv) Man zeigt leicht, dass die Abbildungen

HomA(M,N ×N ′) → HomA(M,N)×HomA(M,N ′), f 7→ (π1f, π2f),

HomA(M,N)×HomA(M,N ′) → HomA(M,N ×N ′), (g1, g2) 7→ ρ1g1 + ρ2g2

zueinander inverse Isomorphismen von K-Vektorräumen sind.

(v) Analog.

Satz 10.7 (Artin-Wedderburn). Eine Algebra A ist genau dann halbeinfach, wenn Divisions-
algebren D1, . . . , Dk und n1, . . . , nk ∈ N mit

A ∼= Dn1×n1
1 × . . .×Dnk×nk

k

existieren. Ggf. sind n1, . . . , nk die Vielfachheiten und dim(D1)n1, . . . ,dim(Dk)nk die Dimensionen
der einfachen Moduln als Kompositionsfaktoren des regulären A-Moduls.

Beweis. Sei A halbeinfach. Nach Satz 10.5 gilt A ≃Mn1
1 ⊕ . . .⊕Mnk

k mit paarweise nicht-isomorphen
einfachen A-Moduln M1, . . . ,Mk. Nach Lemma 9.9 ist HomA(Mi,Mj) = 0 für i ̸= j und Di :=
EndA(Mi)

o ist eine Divisionsalgebra für i = 1, . . . , k. Aus Lemma 10.6 folgt HomA(M
ni
i ,M

nj
j ) ≃K

HomA(Mi,Mj)
ninj = 0 und

A ∼= EndA(A)
o ∼= EndA(M

n1
1 × . . .×Mnk

k )o ∼= (EndA(M
n1
1 )× . . .× EndA(M

nk
k ))o

∼= (EndA(M1)
n1×n1 × . . .× EndA(Mk)

nk×nk)o

8.3∼= (EndA(M1)
n1×n1)o × . . .× (EndA(Mk)

nk×nk)o
8.3∼= Dn1×n1

1 × . . .×Dnk×nk
k .

Sei umgekehrt A ∼= Dn1×n1
1 × . . .×Dnk×nk

k . Nach Lemma 8.12 gilt

J(A) ∼= J(D1)
n1×n1 × . . .× J(Dk)

nk×nk = 0,

d. h. A ist halbeinfach. Wie in Beispiel 9.6 zeigt man, dass Dni
i ein einfacher Dni×ni

i -Modul ist. Sicher
ist dann

Mi,j := 0× . . .× 0×

0 ∗j 0
...

...
...

0 ∗j 0

× 0× . . .× 0

ein einfacher Untermodul des regulären A-Moduls mit Dimension dim(Di)ni. Außerdem ist A die
direkte Summe dieser Moduln, wobei Mi,1 ≃ . . . ≃ Mi,ni . Für i ̸= j gilt Mi,1 ̸≃ Mj,1, denn die
Annullatoren sind verschieden (Bemerkung 9.14). Also tritt Mi,1 mit Vielfachheit ni im regulären
A-Modul auf.

Bemerkung 10.8. Wegen Dn1×n1
1 ⊴ Dn1×n1

1 × . . . × Dnk×nk
k gilt: Genau dann ist A einfach, wenn

eine Divisionsalgebra D und n ∈ N mit A ∼= Dn×n existiert. Dieser Spezialfall wurde von Wedderburn
bewiesen.
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11 Unzerlegbare Moduln

Bemerkung 11.1. Weiterhin sei A eine K-Algebra. Ist ein A-Modul M nicht halbeinfach, so kann
man M dennoch in möglichst kleine Untermoduln M =M1 ⊕ . . .⊕Mk zerlegen. Wir untersuchen die
Eigenschaften einer solchen Zerlegung.

Definition 11.2. Sei M ̸= 0 ein A-Modul. Man nennt M zerlegbar, falls Untermoduln M1,M2 < M
mit M =M1 ⊕M2 existieren. Anderenfalls nennt man M unzerlegbar.

Beispiel 11.3.

(i) Jeder einfache Modul ist unzerlegbar.

(ii) Der 2-dimensionale Modul K2 von A =
{( ∗ ∗

0 ∗
)}

aus Beispiel 10.3 ist unzerlegbar, da er sonst
halbeinfach wäre.

Satz 11.4. Für jede Algebra A sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) A ist lokal.

(2) Jedes Element in A ist invertierbar oder nilpotent.

(3) 0 und 1 sind die einzigen Idempotente von A.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Jedes Element in J(A) ist nilpotent. Sei a ∈ A \ J(A). Da A/J(A) eine Divisionsalgebra ist,
ist a+ J(A) ∈ (A/J(A))×. Nach Lemma 8.15 gilt a ∈ A×.

(2) ⇒ (3): Sei e = e2 ∈ A. Im Fall e ∈ A× ist e = eee−1 = ee−1 = 1. Anderenfalls ist en = 0 für ein
n ∈ N. Dann folgt e = e2 = . . . = en = 0.

(3) ⇒ (1): Nach Lemma 8.15 besitzt die halbeinfache Algebra A/J(A) nur die Idempotente 0 und 1. Je-
de Komponente Dn×n in der Artin-Wedderburn-Zerlegung von A/J(A) liefert aber (mindestens)
n Idempotente E11, . . . , Enn nach Beispiel 8.14. Daher muss A/J(A) selbst eine Divisionsalgebra
sein.

Lemma 11.5 (Fitting). Sei M ein A-Modul und f ∈ EndA(M). Dann existiert ein k ∈ N mit
M = Ker(fk)⊕ fk(M).

Beweis. Aus Dimensionsgründen werden die Folgen Ker(f) ⊆ Ker(f2) ⊆ . . . und f(M) ⊇ f2(M) ⊇ . . .
konstant. Sei k ∈ N mit Ker(fk) = Ker(fk+1) = . . . und fk(M) = fk+1(M) = . . .. Für x ∈ Ker(fk) ∩
fk(M) existiert y ∈ M mit fk(y) = x. Aus f2k(y) = fk(x) = 0 folgt y ∈ Ker(f2k) = Ker(fk) und
x = fk(y) = 0. Also gilt Ker(fk) ∩ fk(M) = 0. Die Behauptung folgt aus

dimK(Ker(fk)⊕fk(M)) = dimKer(fk)+dim fk(M) = dimKer(fk)+dim(M/Ker(fk)) = dimM.

Satz 11.6. Ein A-Modul M ̸= 0 ist genau dann unzerlegbar, wenn EndA(M) lokal ist.
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Beweis. Sei M unzerlegbar. Angenommen E := EndA(M) besitzt ein Idempotent e /∈ {0, 1}. Nach
Fitting gilt M = e(M)⊕Ker(e). Wegen e ̸= 0 ist Ker(e) < M . Da M unzerlegbar ist, folgt e(M) =M ,
d. h. e ist invertierbar. Dann wäre aber e = 1. Also ist E lokal nach Satz 11.4.

Sei umgekehrt E lokal und M = M1 ⊕M2. Sei π1 : M → M , m1 +m2 7→ m1 die Projektion auf M1.
Offenbar ist π1 ∈ E ein Idempotent und es folgt π1 ∈ {0, idM} aus Satz 11.4. Dies zeigt M2 =M oder
M1 =M , d. h. M ist unzerlegbar.

Folgerung 11.7. Eine Algebra A ist genau dann lokal, wenn der reguläre A-Modul unzerlegbar ist.

Beweis. Folgt aus EndA(A) ∼= Ao (Lemma 10.6).

Satz 11.8 (Krull-Schmidt). Jeder A-Modul M besitzt eine Zerlegung in unzerlegbare Moduln M =
M1 ⊕ . . .⊕Mk, die bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Beweis. Die Existenz folgt leicht mit Induktion nach dimM . Seien M =M1⊕ . . .⊕Mk = N1⊕ . . .⊕Nl

Zerlegungen in unzerlegbare Moduln. Induktion nach k: Für k = 1 ist M unzerlegbar und l = 1. Sei also
k ≥ 2. Sei πi : M →Mi die i-te Projektion der ersten Zerlegung und ρ : M → N1 die erste Projektion
der zweiten Zerlegung. Dann ist

idN1 = ρ|N1
= ρ ◦ (π1 + . . .+ πk)|N1

= (ρ ◦ π1)|N1
+ . . .+ (ρ ◦ πk)|N1

.

Nicht alle Summanden auf der rechten Seite können in J(EndA(N1)) liegen. Nach Satz 11.6 und
Satz 11.4 ist mindestens ein Summand, sagen wir τ := (ρ ◦ π1)|N1

, invertierbar. Insbesondere ist
(π1)|N1

injektiv und ρ|M1
surjektiv. Für σ := π1 ◦ τ−1 ◦ ρ|M1

∈ EndA(M1) gilt offenbar

σ2 = π1 ◦ τ−1 ◦ ρ ◦ π1 ◦ τ−1 ◦ ρ|M1
= σ ̸= 0.

Aus Satz 11.6 und Satz 11.4 folgt σ = idM1 . Daher ist (π1)|N1
auch surjektiv. Dies zeigt N1 ≃ M1.

Für x ∈ M1 existiert y ∈ N1 mit π1(x) = x = π1(y) und x − y ∈ Ker(π1) = M2 + . . . +Mk. Es folgt
M = N1 +M2 + . . .+Mk. Für x ∈ N1 ∩ (M2 + . . .+Mk) ist π1(x) = 0 und x = 0, da (π1)|N1

injektiv
ist. Damit ist

M = N1 ⊕M2 ⊕ . . .+⊕Mk

gezeigt. Wegen M2⊕ . . .⊕Mk ≃M/N1 ≃ N2⊕ . . .⊕Nl folgt die Behauptung nun durch Induktion.

Definition 11.9. Für eine K-Algebra A sei

γ(A) := K{ab− ba : a, b ∈ A}

der Kommutatorraum von A.

Bemerkung 11.10. Achtung: γ(A) ist weder ein Ideal noch ein Teilring von A.

Lemma 11.11. Für K-Algebren A,B gilt:

(i) γ(A×B) = γ(A)× γ(B).

(ii) Für I ⊴A gilt γ(A/I) = (γ(A) + I)/I.

(iii) Für n ∈ N gilt γ(Kn×n) = {M ∈ Kn×n : trM = 0}. Insbesondere ist dimK(Kn×n/γ(Kn×n)) = 1.
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Beweis.

(i) Sicher gilt γ(A)× γ(B) = (γ(A)× 0)+ (0× γ(B)) ⊆ γ(A×B). Für a1, a2 ∈ A und b1, b2 ∈ B gilt

(a1, b1)(a2, b2)− (a2, b2)(a1, b1) = (a1a2 − a2a1, b1b2 − b2b1) ∈ γ(A)× γ(B).

(ii) Für a, b ∈ A ist (a+ I)(b+ I)− (b+ I)(a+ I) = ab− ba+ I ∈ γ(A) + I.

(iii) Für a, b ∈ Kn×n gilt tr(ab− ba) = tr(ab)− tr(ba)
(2.1)
= 0, d. h. γ(Kn×n) ⊆ Ker(tr). Sei wie üblich

Est = (δisδjt)i,j ∈ Kn×n. Für s ̸= t gilt

Est = Es1E1t − E1tEs1 ∈ γ(Kn×n),

Ess − Ett = EstEts − EtsEst ∈ γ(Kn×n).

Offenbar bilden die Matrizen Est (s ̸= t) und E11−Ess (2 ≤ s ≤ n) eine Basis von Ker(tr). Daher
gilt Ker(tr) ⊆ γ(Kn×n). Die zweite Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz für tr.

Lemma 11.12. Sei A eine K-Algebra und p := charK > 0. Für a, b ∈ A gilt:

(i) (a+ b)p ≡ ap + bp (mod γ(A)).

(ii) a ∈ γ(A) =⇒ ap ∈ γ(A).

(iii) J(A) + γ(A) =
{
a ∈ A : ∃n ∈ N0 : a

pn ∈ γ(A)
}
, falls K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis.

(i) Wenn man (a+ b)p ausmultipliziert erhält man die Summe aller 2p Terme der Form c1 . . . cp mit
c1, . . . , cp ∈ {a, b}.10 Wegen

c1 . . . cp ≡ c2 . . . cpc1 ≡ . . . ≡ cpc1 . . . cp−1 (mod γ(A))

gilt
c1 . . . cp + c2 . . . cpc1 + . . .+ cpc1 . . . cp−1 ≡ pc1 . . . cp ≡ 0 (mod γ(A)).

Modulo γ(A) verbleiben in (a+ b)p also nur die beiden Terme ap und bp.

(ii) Nach (i) können wir a = bc− cb mit c ∈ A annehmen. Dann gilt

ap ≡ (bc)p + (−cb)p ≡ (bc)p − (cb)p ≡ b(c . . . bc)− (cb . . . c)b ≡ 0 (mod γ(A)).

(iii) Sei a ≡ b (mod γ(A)). Nach (i) und (ii) gilt ap − bp ≡ (a − b)p ≡ 0 (mod γ(A)). Für beliebige
a, b ∈ A ist daher (a+p)p2 ≡ (ap+bp)p ≡ ap

2
+bp

2
(mod γ(A)) und induktiv (a+b)p

n ≡ ap
n
+bp

n

(mod γ(A)) für n ∈ N. Dies zeigt, dass

T := {a ∈ A : ∃n ∈ N0 : a
pn ∈ γ(A)}

ein Vektorraum mit γ(A) ⊆ T ist. Da J(A) nilpotent ist, gilt J(A) ⊆ T , also J(A) + γ(A) ⊆ T .
Nach Artin-Wedderburn und Lemma 8.4 ist A/J(A) ∼= Kn1×n1 × . . . ×Knk×nk . Zusammen mit
Lemma 11.11 ergibt sich

(γ(A) + J(A))/J(A) = γ(A/J(A)) ∼= γ(Kn1×n1)× . . .× γ(Knk×nk) (11.1)

und dimA/(γ(A) + J(A)) = k. Andererseits sind die Idempotente

(E11, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, E11) ∈ Kn1×n1 × . . .×Knk×nk

offenbar linear unabhängig modulo T . Dies zeigt dimA/T ≥ k und T = γ(A) + J(A).
10Da a und b nicht unbedingt vertauschbar sind, darf man die binomische Formel nicht benutzen.
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Folgerung 11.13. Sei K algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik p > 0. Dann ist

dimA/(γ(A) + J(A)) = dimZ(A/J(A))

die Anzahl der einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie.

Beweis. Nach Aufgabe 22 ist jeder einfache A-Modul auch ein einfacher A/J(A)-Modul. Nach Artin-
Wedderburn und (11.1) ist dimA/(γ(A)+ J(A)) die Anzahl der einfachen A-Moduln. Die zweite Glei-
chung folgt aus Lemma 8.12.

12 Gruppenalgebren

Bemerkung 12.1. In Kapitel 2 haben wir gesehen, dass C-Darstellungen einer Gruppe G im We-
sentlichen durch ihren Charakter bestimmt sind. Über Körpern mit Charakteristik p > 0 ist dies im
Allgemeinen falsch, denn der Charakter einer Darstellung der Form ∆⊕ . . .⊕∆ mit p Summanden ist
die Nullabbildung. Wir führen in diesem Kapitel eine Algebra ein, die alle darstellungstheoretischen
Informationen von G enthält.

Definition 12.2. Sei KG die Menge aller Abbildungen G→ K. Durch

(α+ β)(g) := α(g) + β(g) (α, β ∈ KG, g ∈ G),

(αβ)(g) :=
∑
h∈G

α(h)β(h−1g) (Faltung),

(λα)(g) := λα(g) (λ ∈ K)

wird KG zu einer K-Algebra. Die Assoziativität der Multiplikation folgt aus

((αβ)γ)(g) =
∑
h∈G

(αβ)(h)γ(h−1g) =
∑
h∈G

∑
k∈G

α(k)β(k−1h)γ(h−1g)

=
∑

x,y,z∈G
xyz=g

α(x)β(y)γ(z) = . . . = (α(βγ))(g)

für α, β, γ ∈ KG und g ∈ G (die anderen Axiome sind leicht). Man nennt KG die Gruppenalgebra von
G über K. Seine Elemente schreibt man meist als formale Linearkombinationen α =

∑
g∈G αgg, wobei

αg = α(g) ∈ K. Die Multiplikation funktioniert dann wie bei Polynomen:∑
g∈G

αgg ·
∑
g∈G

βgg =
∑
g,h∈G

αgβhgh =
∑
g∈G

(∑
h∈G

αhβh−1g

)
g.

Indem wir g ∈ G mit 1Kg identifizieren, können wir G als Teilmenge von KG auffassen. Dann ist 1G
das Einselement von KG und G ist eine K-Basis von KG. Insbesondere ist dimK KG = |G|. Außerdem
ist KG genau dann kommutativ, wenn G abelsch ist.

Beispiel 12.3. Für x := (1, 2) + (1, 3) ∈ F2S3 gilt

x2 = (1, 2)2 + (1, 2)(1, 3) + (1, 3)(1, 2) + (1, 3)2 = 1 + (1, 3, 2) + (1, 2, 3) + 1 = (1, 3, 2) + (1, 2, 3).

45



Bemerkung 12.4.

(i) Jede Darstellung ∆: G→ GL(V ) von G lässt sich linear zu einer Darstellung

∆̂ : KG→ EndK(V ),
∑
g∈G

αgg 7→
∑
g∈G

αg∆(g)

von KG fortsetzen. Auf diese Weise wird V zu einem KG-Modul (Bemerkung 9.8). Umgekehrt
erhält man aus einem KG-Modul V ̸= 0 durch Einschränken eine Darstellung von G.

(ii) Darstellungen ∆: G → GL(V ) und Γ: G → GL(W ) sind genau dann ähnlich, wenn ein Vektor-
raum-Isomorphismus f : V → W mit f ◦ ∆(g) = Γ(g) ◦ f für alle g ∈ G existiert. Für v ∈ V
bedeutet dies f(gv) = gf(v), d. h. f ist ein Isomorphismus von KG-Moduln. Daher entsprechen
sich die Ähnlichkeitsklassen von Darstellungen vonG und die Isomorphieklassen vonKG-Moduln.
Achtung: Die triviale Darstellung 1G entspricht dem 1-dimensionalen Modul K. Im Gegensatz zu
beliebigen Algebren werden wir K in diesem Zusammenhang als den trivialen Modul bezeichnen.
Die Existenz dieses Moduls unterscheidet Gruppenalgebren von beliebigen Algebren. Zum Beispiel
ist K2×2 zu keiner Gruppenalgebra isomorph.

(iii) Sei ∆ eine Darstellung zum KG-Modul V . Die ∆-invarianten Unterräume sind dann genau die
Untermoduln von V . Daher ist ∆ genau dann irreduzibel, wenn V einfach ist.

Satz 12.5 (Maschke). Genau dann ist KG halbeinfach, falls charK kein Teiler von |G| ist.

Beweis. Sei charK ∤ |G|. Nach Satz 1.9 ist jeder KG-Modul halbeinfach. Nach Satz 10.5 ist auch die
Algebra KG halbeinfach. Ist |G| durch charK teilbar, so ist KG nach Aufgabe 1 nicht halbeinfach.

Beispiel 12.6.

(i) Sei charK ∤ |G|. Artin-Wedderburn liefert Divisionsalgebren D1, . . . , Dk und n1, . . . , nk ∈ N mit
KG ∼= Dn1×n1

1 × . . . ×Dnk×nk
k . Wegen des trivialen Moduls kann man Dn1×n1

1 = K annehmen.
Außerdem gilt

|G| = dimK KG =
k∑
i=1

dim(Dni×ni
i ) =

k∑
i=1

dim(Di)n
2
i .

Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist Di
∼= K für i = 1, . . . , k nach Lemma 8.4. Man erhält

dann |G| = n21 + . . .+ n2k wie in Bemerkung 2.15. Ist G abelsch, so sind D1, . . . , Dk Körper und
n1 = . . . = nk = 1.

(ii) Ist G abelsch der Ordnung n, so gilt CG ∼= Cn nach Bemerkung 12.4. Der Isomorphietyp von G
lässt sich also nicht aus CG bestimmen.

(iii) Nach Beispiel 7.4 besitzt C3 eine irreduzible R-Darstellung vom Grad 2. Da C3 abelsch ist,
folgt leicht RC3

∼= R × C. Da die Q-Darstellungen von D6 und D8 absolut irreduzibel sind, gilt
QS3 ∼= QD6

∼= Q2×2 ×Q2 und QD8
∼= Q2×2 ×Q4. Ohne Beweis sei erwähnt: RQ8

∼= R4 ×H.

(iv) Für G = ⟨g⟩ ∼= Cn ist Q[X] → QG, X 7→ g ein Epimorphismus von Algebren mit Kern (Xn− 1).
Bekanntlich gilt Xn − 1 =

∏
d|nΦd, wobei Φd die (irreduziblen) Kreisteilungspolynome sind. Da

die Φd paarweise teilerfremd sind, ist

Q[X]/(Xn − 1) →
∏
d |n

Q[X]/(Φd), α+ (Xn − 1) 7→ (α+ (Φd))d
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ein Isomorphismus (chinesischer Restsatz für Ringe). Schließlich ist Q[X]/(Φd) ∼= Qd der d-te
Kreisteilungskörper. Insgesamt erhält man die Artin-Wedderburn-Zerlegung

QG ∼=
∏
d |n

Qd.

Die Anzahl der einfachen QG-Moduln ist also die Anzahl der Teiler von n.

Satz 12.7 (Burnside). Für jede Darstellung ∆: G → GL(n,K) über einem Zahlkörper K sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(1) ∆ ist absolut irreduzibel.

(2) CKn×n(∆(G)) = K1n.

(3) ∆(KG) = Kn×n.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Nach Schurs Lemma gilt

CKn×n(∆(G)) = Kn×n ∩ CCn×n(∆(G)) = Kn×n ∩ C1n = K1n.

(2) ⇒ (1): Ist ∆ als C-Darstellung reduzibel, so existiert eine C-Basis mit ∆(g) =
(∆1(g) 0

0 ∆2(g)

)
für

g ∈ G und C-Darstellungen ∆1, ∆2. Dann wäre aber
(
∆1(1) 0

0 0

)
∈ CKn×n(∆(G)) \K1n (beachte,

dass (2) nicht von der Basiswahl abhängt).

(1) ⇒ (3): Sind Matrizen linear unabhängig über C, so erst recht über K. Daher gilt

dimC∆(CG) = dimSpanC∆(G) ≤ dimSpanK∆(G) = dimK ∆(KG).

Wir können also K = C annehmen. Sei V := Cn der zu ∆ gehörende CG-Modul. Dann ist
Ann(V ) der Kern von ∆: CG → EndC(V ) ∼= Cn×n. Insbesondere ist dimCG/Ann(V ) ≤ n2.
Seien V = V1, . . . , Vk die einfachen CG-Moduln bis auf Isomorphie. Nach Satz 9.15 ist CG →
×k

i=1CG/Ann(Vi) ein Monomorphismus. Wegen

|G| = dimCG ≤
n∑
i=1

dimCG/Ann(Vi) ≤
k∑
i=1

dim(Vi)
2 2.15

= |G|

muss ∆ surjektiv sein.

(3) ⇒ (1): Angenommen ∆ ist als C-Darstellung reduzibel. Nach geeigneter Basiswahl besteht ∆(CG)
dann aus Matrizen der Form

(
A 0
0 B

)
. Dies widerspricht (3).

Definition 12.8. Für eine Konjugationsklasse C von G sei C+ :=
∑

g∈C g ∈ KG die Klassensumme
von C.

Satz 12.9. Die Klassensummen bilden eine K-Basis von Z(KG). Insbes. ist dimK Z(KG) = k(G).
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Beweis. Für g ∈ G und C ∈ Cl(G) gilt

gC+ =
∑
c∈C

gc =
∑
c∈C

gcg−1g =
∑
d∈C

dg = C+g.

Dies zeigt C+ ∈ Z(KG). Sei umgekehrt α =
∑

g∈G αgg ∈ Z(KG). Für h ∈ G gilt dann

α = hαh−1 =
∑
g∈G

αghgh
−1

und αg = αhgh−1 . Daher ist α konstant auf den Konjugationsklassen von G. Folglich ist α eine K-
Linearkombination der Klassensummen. Da Konjugationsklassen disjunkt sind, sind die Klassensum-
men linear unabhängig.

Bemerkung 12.10.

(i) Nach Satz 12.9 besteht Z(KG) genau aus den Klassenfunktionen G→ K.

(ii) Für C,D ∈ Cl(G) gilt

C+D+ =
∑
c∈C

∑
d∈D

cd =
∑

E∈Cl(G)

∑
e∈E

|{(c, d) ∈ C ×D : cd = e}|e =
∑

E∈Cl(G)

γCDEE
+

mit den in Bemerkung 2.15 definierten Klassenmultiplikationskonstanten.

(iii) Sei charK ∤ |G| und KG ∼= Dn1×n1
1 × . . .×Dnk×nk

k die Artin-Wedderburn-Zerlegung. Aus Lem-
ma 8.12 folgt

k(G) = dimZ(KG) = dimZ(D1) + . . .+ dimZ(Dk).

Ist K algebraisch abgeschlossen, so erhält man k(G) = k wie im Fall K = C (Satz 2.18). Im
Folgenden bestimmen wir k, falls charK

∣∣ |G|.
Definition 12.11. Sei p eine Primzahl. Man nennt x ∈ G ein p-Element bzw. p′-Element, falls |⟨x⟩|
eine p-Potenz ist bzw. nicht durch p-teilbar ist. Sei Gp bzw. Gp′ die Menge der p-Elemente bzw. p′-
Elemente von G. Dann gilt Gp ∩Gp′ = {1}, aber G ̸= Gp ∪Gp′ im Allgemeinen. Man nennt C ∈ Cl(G)
eine p-Konjugationsklasse bzw. p′-Konjugationsklasse, falls C ⊆ Gp bzw. C ⊆ Gp′ (beachte: konjugierte
Elemente haben die gleiche Ordnung).

Lemma 12.12. Jedes Element x ∈ G lässt sich eindeutig in der Form x = xpxp′ = xp′xp mit xp ∈ Gp
und xp′ ∈ Gp′ schreiben. Man nennt xp den p-Faktor und xp′ den p′-Faktor von x.

Beweis. Sei |⟨x⟩| = pam mit p ∤ m. Dann existieren α, β ∈ Z mit αpa + βm = ggT(pa,m) = 1. Für
xp := xβm ∈ Gp und xp′ := xαp

a ∈ Gp′ gilt x = xαp
a+βm = xpxp′ = xp′xp.

Seien y ∈ Gp und z ∈ Gp′ mit x = yz = zy. Dann sind y und z mit x, xp und xp′ vertauschbar. Es
folgt y−1xp = zx−1

p′ ∈ Gp ∩Gp′ = {1}, d. h. y = xp und z = xp′ .

Bemerkung 12.13. Für x, g ∈ G gilt (gxg−1)p = gxpg
−1 und (gxg−1)p′ = gxp′g

−1.
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Definition 12.14. Für x ∈ G sei

Secp′(x) :=
{
y ∈ G : Cl(yp′) = Cl(xp′)

}
⊆ G

die p′-Sektion von x. Nach Bemerkung 12.13 ist Secp′(x) eine Vereinigung von Konjugationsklassen
von G.

Beispiel 12.15. Für x ∈ Gp gilt Secp′(x) = Gp. Für g := (1, 2) ∈ S3 gilt Sec3′(g) = Cl(g) =
{g, (1, 3), (2, 3)}.

Lemma 12.16. Für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper K der Charakteristik p > 0 gilt

(i) γ(KG) =
{∑
g∈G

αgg : ∀C ∈ Cl(G) :
∑
c∈C

αc = 0
}
,

(ii) γ(KG) + J(KG) =
{∑
g∈G

αgg : ∀x ∈ Gp′ :
∑

s∈Secp′ (x)

αs = 0
}
.

Beweis.

(i) Sei Γ die rechte Seite der Gleichung. Für g, h ∈ G gilt gh − hg = gh − g−1(gh)g ∈ Γ. Für
α =

∑
g∈G αgg und β =

∑
h∈G βhh folgt

αβ − βα =
∑
g,h∈G

αgβh(gh− hg) ∈ Γ.

Sei umgekehrt
∑

g∈G αgg ∈ Γ und xC ∈ C ∈ Cl(G). Für jedes c ∈ C existiert g ∈ G mit
c = gxCg

−1. Dann gilt c− xC = (gxC)g
−1 − g−1(gxC) ∈ γ(KG) und∑

g∈G
αgg =

∑
C∈Cl(G)

(∑
c∈C

αcc− xC
∑
c∈C

αc︸ ︷︷ ︸
=0

)
=

∑
C∈Cl(G)

∑
c∈C

αc(c− xC) ∈ γ(KG).

(ii) Sei |G| = pam mit p ∤ m und k ≥ a mit pk ≡ 1 (mod m) (z. B. k = aφ(m)). Dann gilt
gp

k
= gp

k

p g
pk

p′ = gp′ für g ∈ G nach Lagrange. Sei α :=
∑

g∈G αgg ∈ KG und x1, . . . , xl ein
Repräsentantensystem für die p′-Konjugationsklassen von G. Für g ∈ Secp′(xi) gilt gp′ ≡ xi
(mod γ(KG)) nach (i). Aus Lemma 11.12 folgt

αp
k ≡

∑
g∈G

αp
k

g gp′ ≡
l∑

i=1

xi
∑

s∈Secp′ (xi)

αp
k

s ≡
l∑

i=1

xi

( ∑
s∈Secp′ (xi)

αs

)pk
(mod γ(KG)). (12.1)

Gilt
∑

s∈Secp′ (xi)
αs = 0 für alle i, so ergibt sich αp

k ∈ γ(KG) und α ∈ γ(KG) + J(KG) nach
Lemma 11.12. Ist umgekehrt αpn ∈ γ(KG) für ein n ∈ N, so existiert ein k ≥ max{a, n} mit
pk ≡ 1 (mod m). Dann folgt

∑
s∈Secp′ (xi)

αs = 0 aus (12.1) für i = 1, . . . , l.

Satz 12.17 (Brauer). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p > 0. Dann
stimmt die Anzahl der einfachen KG-Moduln mit der Anzahl der p′-Konjugationsklassen von G überein.
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Beweis. Offenbar stimmt die Anzahl l der p′-Konjugationsklassen mit der Anzahl der p′-Sektionen
überein. Lemma 12.16 beschreibt γ(KG) + J(KG) als Lösung eines linearen Gleichungssystem mit l
linear unabhängigen Zeilen. Daher gilt dimKG/(γ(KG) + J(KG)) = l und die Behauptung folgt aus
Folgerung 11.13.

Beispiel 12.18. Der algebraische Abschluss K := Fp von Fp hat Charakteristik p > 0.

(i) Sei G abelsch und |G| = pam mit p ∤ m. Dann ist G = Gp × Gp′ und m = |Gp′ | ist die Anzahl
der einfachen KG-Moduln. Man erhält diese Moduln als Inflationen von Gp′ ∼= G/Gp. Das gilt
allgemeiner, falls Gp die einzige p-Sylowgruppe von G ist (Beispiel 12.22).

(ii) Genau dann ist der triviale Modul der einzige einfache KG-Modul, wenn {1} die einzige p′-
Konjugationsklasse von G ist. Das gilt genau dann, wenn G eine p-Gruppe ist. Diese Aussage
bleibt richtig, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist (siehe Beweis von Satz 12.21).

(iii) Für p ∈ {2, 3} besitzt KS3 jeweils genau zwei einfache Moduln. Der nicht-triviale Modul für p = 3
ist der alternierende Modul K mit σ · 1K = sgn(σ)1K für σ ∈ S3 (Inflation von C2

∼= S3/A3).
Insbesondere sind hier beide einfache Moduln 1-dimensional, obwohl S3 nicht abelsch ist (vgl.
Satz 2.2). Für p = 2 ist

V := {x ∈ K3 : x1 + x2 + x3 = 0} ≤ K3

der nicht-triviale einfache Modul (mit dimV = 2), wobei S3 die Koordinaten permutiert.

Bemerkung 12.19.

(i) Die Bestimmung der einfachen Moduln ist in positiver Charakteristik deutlich schwieriger als
in Charakteristik 0. Zum Beispiel kennt man nicht einmal die Dimensionen der einfachen F2S20-
Moduln. Diese Dimensionen teilen im Allgemeinen auch nicht die Gruppenordnung. Zum Beispiel
gibt es einfache F3S7-Moduln der Dimension 13.

(ii) In der Situation von Satz 12.17 kann man jedem KG-Modul einen sogenannten Brauer-Charakter
φ : Gp′ → C zuordnen. Die Menge der irreduziblen Brauer-Charaktere bildet dann eine Basis für
den Raum aller Klassenfunktionen auf Gp′ .

(iii) Die Anzahl der einfachen QG-Moduln ist die Anzahl der Konjugationsklassen von zyklischen
Untergruppen von G (ohne Beweis).

(iv) Sei r die Anzahl der Konjugationsklassen der Form C = C−1 und 2s die Anzahl der Konjugati-
onsklassen C ̸= C−1 von G. Dann ist r+ s die Anzahl der einfachen RG-Moduln (ohne Beweis).
Ist |G| ungerade, so ist r = 1 und es gibt genau (k(G) + 1)/2 einfache RG-Moduln.

(v) Nach Folgerung 9.12 besitzt KG für jeden Körper K nur endlich viele einfache Moduln bis auf
Isomorphie. Wer werden sehen, dass die Situation für unzerlegbare Moduln anders ist.

Lemma 12.20. Sei G eine nicht-zyklische p-Gruppe. Dann existiert N ⊴G mit G/N ∼= Cp × Cp.

Beweis. Induktion nach |G|. Da G nicht zyklisch ist, gilt |G| ≥ p2. Im Fall |G| = p2 ist G abelsch nach
Beispiel 4.8 und die Behauptung gilt mit N := 1. Sei |G| > p2 und Z := Z(G) ̸= 1 (Algebra 1). Ist
G/Z nicht zyklisch, so existiert nach Induktion ein Normalteiler N/Z ⊴G/Z mit

G/N ∼= (G/Z)/(N/Z) ∼= Cp × Cp.

Sei nun G/Z zyklisch, sagen wir G/Z = ⟨gZ⟩. Dann hat jedes Element von G die Form giz mit
i ∈ Z und z ∈ Z. Dies impliziert, dass G abelsch ist. Sei x ∈ G mit Ordnung p. Nach Induktion
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können wir annehmen, dass G/⟨x⟩ zyklisch ist, sagen wir G = ⟨x, y⟩. Für N := ⟨yp⟩ ⊴ G gilt nun
G/N ∼= Cp × Cp.

Satz 12.21. Für jeden Körper K der Charakteristik p > 0 gilt:

(i) Genau dann ist KG lokal, wenn G eine p-Gruppe ist.

(ii) Ist G ∼= Cpn, so besitzt KG genau pn unzerlegbare Moduln bis aus Isomorphie. Diese haben die
Dimensionen 1, 2, . . . , pn.

(iii) Ist G eine nicht-zyklische p-Gruppe, so besitzt KG unzerlegbare Moduln in jeder Dimension d ∈ N.

Beweis.

(i) Nehmen wir zuerst an, dass G keine p-Gruppe ist. Nach Cauchy (oder Sylow) existiert eine
Untergruppe 1 ̸= H ≤ G mit |H| ̸≡ 0 (mod p), d. h. |H|−1 ∈ K. Man sieht leicht, dass
1

|H|
∑

x∈H x ∈ KG \ {0, 1} ein Idempotent ist. Nach Satz 11.4 ist KG nicht lokal.

Sei nun G eine p-Gruppe. Bekanntlich enthält K den Primkörper Fp. Sei M ein einfacher KG-
Modul und

L :=
∑
g∈G

Fpgm ⊆M

für ein festes m ∈ M \ {0}. Offenbar ist L ein endlicher Fp-Vektorraum. Insbesondere ist |L|
eine p-Potenz. Für x ∈ G gilt xL =

∑
g∈G Fpxgm = L. Daher operiert G auf L durch Links-

multiplikation. Sicher ist 0 ∈ L ein Fixpunkt von G. Da sowohl |G| als auch |L| Potenzen von
p sind, muss G nach der Bahnengleichung einen weiteren Fixpunkt a ∈ L \ {0} haben. Nun ist
Ka ein Untermodul des einfachen Moduls M und es folgt M = Ka ≃ K. Nach Satz 9.15 ist
KG/J(KG) = KG/Ann(M) ∼= EndK(M) ∼= K. Daher ist KG lokal.

(ii) Sei G = ⟨g⟩ und V ein unzerlegbarer KG-Modul. Das Minimalpolynom µ der linearen Abbildung
f : V → V , v 7→ gv teilt Xpn − 1 = (X − 1)p

n . Also gilt µ = (X − 1)k für ein 1 ≤ k ≤ pn. Nach
linearer Algebra existiert eine f -invariante Zerlegung V = U ⊕W , sodass f|U dem Jordanblock
Jk(1) entspricht.11 Da V unzerlegbar ist, gilt W = 0 und dimV = dimU = k. Außerdem ist V bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann man zu jedem 1 ≤ k ≤ pn den Vektorraum
V := Kk durch gv := Jk(1)v für v ∈ V in einen KG-Modul umwandeln. Wegen der Eindeutigkeit
der Jordanschen Normalform ist V unzerlegbar.

(iii) Nach Lemma 12.20 existiert N ⊴G mit G/N ∼= Cp×Cp. Ist U ein unzerlegbarer K[G/N ]-Modul,
so wird U durch gu := (gN)u für g ∈ G und u ∈ U zu einem unzerlegbarenKG-Modul (Inflation).
Wir können daher G = ⟨g, h⟩ ∼= Cp × Cp annehmen.

Wir konstruieren zunächst unzerlegbare Moduln in Dimension 2d. Sei V2d der K-Vektorraum mit
Basis b1, . . . , bd, c1, . . . , cd. Seien α, β ∈ EndK(V2d) mit

α(bi) = ci, β(bj) = cj+1, α(ci) = β(ci) = β(bd) = 0 (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d− 1).

Offenbar gilt α2 = β2 = αβ = βα = 0. Es folgt (id+α)p = id+αp = id = (id+β)p. Da-
her definiert ∆: G → GL(V2d) mit ∆(g) = id+α und ∆(h) = id+β eine Darstellung. Sei
f ∈ EndKG(V2d) mit Matrix M =

(
A B
C D

)
∈ K2d×2d bzgl. der angegebenen Basis. Sei J =

11siehe Satz 12.12 in Lineare Algebra.
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Jd(0) ∈ Kd×d der Jordanblock zum Eigenwert 0 mit Einsen unterhalb der Hauptdiagonalen.
Wegen f(gv) = gf(v) für v ∈ V2d ist f mit α und β vertauschbar, d. h.(

0 0
A B

)
=

(
0 0
1n 0

)(
A B
C D

)
= αM =Mα =

(
A B
C D

)(
0 0
1n 0

)
=

(
B 0
D 0

)
(

0 0
JA JB

)
=

(
0 0
J 0

)(
A B
C D

)
= βM =Mβ =

(
A B
C D

)(
0 0
J 0

)
=

(
BJ 0
DJ 0

)
.

Es folgt A = D, B = 0 und AJ = JA. Insbesondere ist M eine untere Dreiecksmatrix. Mit
A = (aij) gilt konkret

a12 · · · a1,n−1 0
...

...
...

an2 · · · an,n−1 0

 = AJ = JA =


0 · · · 0
a11 · · · a1n
...

...
an−1,1 · · · an−1,n

 .

Es folgt a11 = . . . = ann. Im Fall a11 ̸= 0 ist f invertierbar und anderenfalls ist f nilpotent. Also
ist EndKG(V2d) lokal (Satz 11.4) und V2d unzerlegbar (Satz 11.6).

Für ungerade Dimension 2d+ 1 erweitern wir V2d zu V2d+1 := V2d ⊕Kcd+1 und setzen

α(bi) = ci, β(bi) = ci+1, α(cj) = β(cj) = 0 (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d+ 1)

(da der triviale Modul unzerlegbar ist, können wir d ≥ 1 annehmen). Eine ähnliche Rechnung
zeigt M =

(
A 0
C D

)
mit A ∈ Kd×d, C ∈ K(d+1)×d und

D =

(
A ∗
0 ∗

)
=

(
∗ 0
∗ A

)
=

a11 0
. . .

∗ a11

 ∈ K(d+1)×(d+1).

Also ist auch V2d+1 unzerlegbar.

Beispiel 12.22. Sei K algebraisch abgeschlossen mit charK = p. Sei P := Gp ⊴ G die einzige
p-Sylowgruppe von G. Durch Inflation von G/P erhält man k(G/P ) nicht-isomorphe einfache KG-
Moduln (Bemerkung 12.10). Sei umgekehrt V ein beliebiger einfacher KG-Modul. Durch Einschrän-
kung ist V auch ein KP -Modul. Nach Satz 12.21 besitzt V einen trivialen KP -Untermodul (zum
Beispiel das vorletzte Glied einer Kompositionsreihe). Insbesondere ist W := {v ∈ V : ∀x ∈ P : xv =
v} ≠ 0. Für g ∈ G, x ∈ P und w ∈W gilt

x(gw) = g(g−1xg︸ ︷︷ ︸
∈P

)w = gw.

Dies zeigt gw ∈ W und W ≤ V . Da V einfach ist, folgt W = V , d. h. P operiert trivial auf V . Die
Deflation von V ist daher ein einfacher K[G/P ]-Modul. Folglich entsprechen sich die einfachen KG-
Moduln und die einfachen K[G/P ]-Moduln durch Inflation und Deflation. Insbesondere ist k(G/P )
die Anzahl der p′-Konjugationsklassen von G.

Bemerkung 12.23. Higman hat gezeigt, dass die Anzahl der unzerlegbaren KG-Moduln für eine
beliebige endliche Gruppe G genau dann endlich ist, wenn G zyklische p-Sylowgruppen besitzt (p =
charK). Ggf. sagt man: KG hat endlichen Darstellungstyp.
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Aufgaben

Aufgabe 1 (2+2+3 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe und K ein Körper. Sei V ein K-Vektorraum
mit Basis {vg : g ∈ G}. Für g, x ∈ G sei ∆(g) : V → V , vx 7→ vgx linear.

(a) Zeigen Sie, dass ∆: G→ GL(V ) eine treue Darstellung von G ist.

(b) Berechnen Sie den Charakter von ∆.

(c) Sei charK ein Teiler von |G| und s :=
∑

g∈G vg ∈ V . Zeigen Sie, dass Ks ein ∆-invarianter
Unterraum ist, der kein ∆-invariantes Komplement in V besitzt.

Man nennt ∆ die reguläre Darstellung von G.

Aufgabe 2 (2 Punkte). Bestimmen Sie die irreduziblen C-Darstellungen einer endlichen zyklischen
Gruppe.

Aufgabe 3 (2 + 2 Punkte). Sei n ∈ N gerade und G = D2n = ⟨σ, τ⟩ die Diedergruppe der Ordnung
2n. Zeigen Sie:

(a) Für alle ϵ, µ ∈ {±1} existiert eine Darstellung ∆ von G mit ∆(σ) = ϵ und ∆(τ) = µ.

(b) Es gibt (mindestens) n−2
2 paarweise nicht-ähnliche irreduzible R-Darstellungen von G vom Grad

2.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Sei ∆ eine C-Matrixdarstellung einer endlichen Gruppe G, und sei g ∈ G.
Zeigen Sie, dass ∆(g) diagonalisierbar ist.
Hinweis: Man kann das Minimalpolynom oder Satz 2.2 der Vorlesung benutzen.

Aufgabe 5 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei ∆ eine C-Matrixdarstellung von G mit Charakter χ.

(a) Zeigen Sie, dass auch ∆ mit ∆(g) := ∆(g) für g ∈ G eine Matrixdarstellung von G ist. Dabei ist
∆(g) das komplex Konjugierte von ∆(g).

(b) ∆ ist genau dann irreduzibel, wenn ∆ irreduzibel ist.

(c) ∆ hat Charakter χ mit χ(g) := χ(g) = χ(g−1) für g ∈ G.
Hinweis: Man kann Aufgabe 4 verwenden.

Aufgabe 6 (2 Punkte). Seien χ, ψ ∈ Irr(G) mit χ(1) = 1. Zeigen Sie: χψ ∈ Irr(G).

Aufgabe 7 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Charaktertafel von D4n für n ∈ N.

Aufgabe 8 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei ∆: G→ GL(n,R) eine Darstellung. Zeigen Sie:

(a) S :=
∑

g∈G∆(g)∆(g)t ist symmetrisch und positiv definit.

(b) Es existiert T ∈ GL(n,R) mit T 2 = S.
Hinweis: Spektralsatz.

(c) T−1∆(x)T ist eine orthogonale Matrix für alle x ∈ G.
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Bemerkung: Jede R-Darstellung ist also zu einer orthogonalen Darstellung G→ O(n,R) ähnlich.

Aufgabe 9 (2 + 2 + 3 Punkte). Sei

Q8 :=
〈( i 0

0 −i

)
,

(
0 1
−1 0

)〉
≤ GL(2,C)

die Quaternionengruppe. Zeigen Sie:

(a) |Q8| = 8, Q′
8 = ⟨−12⟩ und Q8/Q

′
8
∼= C2 × C2.

(b) Bestimmen Sie die Charaktertafel von Q8 und vergleichen Sie mit D8 (Aufgabe 7).

(c) Zeigen Sie, dass die Einbettung Q8 ↪→ GL(2,C) zu keiner R-Darstellung ähnlich ist, obwohl der
Charakter reellwertig ist.
Hinweis: Aufgabe 8.
Bemerkung: Daraus folgt Q8 ̸∼= D8.

Aufgabe 10 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Für Charaktere χ, ψ von G gilt: Ker(χ+ ψ) = Ker(χ) ∩Ker(ψ).

(b) Jeder Normalteiler von G ist der Kern eines Charakters.

(c)
⋂
χ∈Irr(G)Ker(χ) = 1.

(d)
⋂
χ∈Irr(G) Z(χ) = Z(G).

Aufgabe 11 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Charaktertafel von S3 mit dem Burnside-Algorithmus
(Satz 3.19).

Aufgabe 12 (2 Punkte). Finden Sie ein normiertes, ganzzahliges Polynom mit Nullstelle
√
2 + 3

√
3.

Aufgabe 13 (3 Punkte). Sei A eine abelsche Untergruppe von G und χ ∈ Irr(G). Zeigen Sie:

χ(1) ≤ |G : A|.

Hinweis: Frobenius-Reziprozität.

Aufgabe 14 (3 Punkte). Eine Permutationsmatrix hat die Form P = (δiπ(j))i,j ∈ Zn×n, wobei π ∈ Sn
und δij das Kronecker-Delta ist. Bestimmen Sie die Eigenwerte von P in Abhängigkeit von π.

Aufgabe 15 (2 + 1 + 3 + 2 Punkte). Sei N ⊴G, g ∈ G und ψ ein Charakter von N . Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung gψ : N → C, x 7→ ψ(g−1xg) ist ein Charakter von N .

(b) Durch (g, ψ) 7→ gψ operiert G auf Irr(N).
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(c) (Clifford) Für χ ∈ Irr(G) existieren e ∈ N und ψ ∈ Irr(N) mit

χN = e
∑

gGψ∈G/Gψ

gψ,

wobei Gψ der Stabilisator von ψ in G ist.
Bemerkung: Man nennt e den Verzweigungsindex von χ bzgl. N .

(d) Genau dann gilt ψG ∈ Irr(G), wenn ψ ∈ Irr(N) und Gψ = N .

Aufgabe 16 (3 Punkte). Sei F ein endlicher Körper mit |F | > 2. Für a ∈ F× und b ∈ F sei
φa,b : F → F , x 7→ ax+ b. Zeigen Sie, dass

Aff(F ) := {φa,b : a ∈ F×, b ∈ F} ≤ Sym(F )

eine Frobeniusgruppe ist.

Aufgabe 17 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Jede Operation von G auf einer Menge Ω induziert bekanntlich
einen Homomorphismus φ : G→ Sn mit n = |Ω|. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung τ : Sn → GL(n,C), π 7→ (δiπ(j))
n
i,j=1 ist ein Monomorphismus. Insbesondere ist

∆ := τ ◦ φ : G→ GL(n,C) eine Darstellung von G. (Man nennt ∆ Permutationsdarstellung .)

(b) Für den Charakter χ von ∆ gilt χ(g) := |{ω ∈ Ω : gω = ω}| für g ∈ G. (Man nennt χ Permutati-
onscharakter .)

(c) Seien ω1, . . . , ωm ∈ Ω Repräsentanten für die Bahnen der Operation. Dann ist

χ =

m∑
i=1

1
G
Gωi

,

wobei Gω der Stabilisator von ω ∈ Ω in G ist.

(d) Es gilt m = (1G, χ)G. Insbesondere ist χ− 1G ein Charakter von G, falls n > 1.

Aufgabe 18 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass Sn für n ≥ 2 zu einer Untergruppe von GL(n − 1,Z)
isomorph ist.

Aufgabe 19 (2 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Permutationen vom gleichen Zyklentyp in Sn sind konjugiert.

(b) Sind g, h ∈ Sn mit ⟨g⟩ = ⟨h⟩, so sind g und h konjugiert.

(c) Die Charaktertafel von Sn ist ganzzahlig.
Hinweis: Brauers Permutationslemma.

Aufgabe 20 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass

H :=

{(
a b

−b a

)
: a, b ∈ C

}
als Unteralgebra von C2×2 eine R-Divisionsalgebra ist. Man nennt H nach Hamilton Quaternionen-
algebra.
Bemerkung: Frobenius hat gezeigt, dass R, C und H die einzigen Divisionsalgebren über R sind.
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Aufgabe 21 (2 + 2 Punkte). Sei A eine einfache Algebra. Zeigen Sie:

(a) Z(A) ist ein Körper.

(b) Je zwei einfache A-Moduln sind isomorph.

Aufgabe 22 (2 Punkte). Sei A eine Algebra. Zeigen Sie, dass jeder einfache A-Modul zu einem
direkten Faktor von A/J(A) isomorph ist. Insbesondere ist die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher
A-Moduln durch dimA/J(A) beschränkt.
Bemerkung: Dies verbessert Folgerung 9.12 und wird in Folgerung 11.13 weiter verbessert.

Aufgabe 23 (1 + 3 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper.

(a) Zeigen Sie, dass die Matrizen der Form ∗ ∗ ∗
0 ∗ 0
0 0 ∗


eine Unteralgebra A von K3×3 bilden.

(b) Prüfen Sie, ob A kommutativ, halbeinfach oder lokal ist.

(c) Bestimmen Sie eine Kompositionsreihe des regulären A-Moduls.

(d) Wie viele einfache Moduln besitzt A bis auf Isomorphie?

Die folgenden Aufgaben wurden nicht gestellt:

Aufgabe 24 (2+2+2+2 Punkte). Seien G,H endliche, abelsche Gruppen. Zeigen Sie:

(a) Ĝ := Irr(G) ist eine abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation. (Man nennt Ĝ Charaktergruppe von G.)

(b) ̂̂
G ∼= G
Hinweis: Denken Sie an den Bidualraum. Verwenden Sie nicht (d).

(c) Ĝ×H ∼= Ĝ× Ĥ.

(d) Ĝ ∼= G.

Aufgabe 25 (2 Punkte). Sei x ∈ C algebraisch. Zeigen Sie, dass x genau dann ganz-algebraisch ist,
wenn das Minimalpolynom von x in Z[X] liegt.

Aufgabe 26 (2 Punkte). Zeigen Sie γCDE = γDCE für alle C,D,E ∈ Cl(G).

Aufgabe 27 (3 Punkte). Sei A ∈ Kn×n und B ∈ Km×m. Zeigen Sie für das Kronecker-Produkt
det(A⊗B) = det(A)m det(B)n.
Hinweis: Gauß-Algorithmus.
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Aufgabe 28 (2 Punkte). Sei N ⊴ G und χ ∈ Irr(G). Zeigen Sie, dass (χN )
G = χρ gilt, wobei ρ die

Inflation des regulären Charakters von G/N ist.

Aufgabe 29 (3 Punkte). Sei H ≤ G und ∆ eine Darstellung von H mit Charakter χ. Sei t1, . . . , tm
ein Repräsentantensystem für die Linksnebenklassen von H nach G. Für g ∈ G sei ∆̇(g) := ∆(g), falls
g ∈ H und 0 ∈ Zχ(1)×χ(1) sonst. Für g ∈ G definieren wir die Blockmatrix

∆G(g) :=

∆̇(t−1
1 gt1) · · · ∆̇(t−1

1 gtm)
...

. . .
...

∆̇(t−1
m gt1) . . . ∆̇(t−1

m gtm)

 .

Zeigen Sie, dass ∆G eine Darstellung von G mit Charakter χG ist.

Aufgabe 30 (2 Punkte). Sei H ≤ G mit ggT(|H|, |G : H|) = 1. Zeigen Sie G′ ∩ Z(G) ∩H ≤ H ′.
Bemerkung: Dies verallgemeinert den Satz von Taunt.
Hinweis: Jede Gruppe wird von Sylowgruppen erzeugt.

Aufgabe 31 (2 Punkte). Sei G ≤ GL(n,Q) endlich. Zeigen Sie, dass ein Normalteiler N ∼= Ck2 (mit
k ∈ N0) von G existiert, sodass G/N zu einer Untergruppe von GL(n, 2) isomorph ist.

Aufgabe 32 (3 Punkte). Sei G ≤ GL(2,R) endlich. Zeigen Sie: Ist G ≤ SL(2,R) so ist G zyklisch
und anderenfalls eine Diedergruppe.
Hinweis: Aufgabe 8.

Aufgabe 33 (Bonusaufgabe, +3 Punkte). Ein Charakter-Sudoku: Vervollständigen Sie folgende Cha-
raktertafel, in der die erste Spalte zum trivialen Element gehört:

χ1

χ2

χ3

χ4 1 −1 1 1 i
χ5 2 2 2 −1 0
χ6

χ7 3 3 −1 0 1
χ8

χ9

χ10

Hinweis: Beispiel 3.16.

Aufgabe 34 (3 Punkte). Sei K ein Körper und n ∈ N. Für eine Relation R ⊆ {1, . . . , n}2 sei

AR :=
{
(aij) ∈ Kn×n : (i, j) /∈ R =⇒ aij = 0

}
.

Zeigen Sie, dass AR genau dann eine K-Algebra ist, wenn R reflexiv (∀i : (i, i) ∈ R) und transitiv
((i, j), (j, k) ∈ R⇒ (i, k) ∈ R) ist.
Bemerkung: Für die Gleichheitsrelation R erhält man die Diagonalmatrizen und für die Kleinergleich-
Relation erhält man die oberen Dreiecksmatrizen.
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Aufgabe 35 (3 Punkte). Sei A eine Algebra. Zeigen Sie, dass A-Moduln M und N genau dann
isomorph sind, wenn Ann(M) = Ann(N) gilt.

Aufgabe 36 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei e ̸= 0 ein Idempotent einer K-Algebra A. Zeigen Sie:

(a) eAe ist eine K-Algebra, aber im Allgemeinen keine Unteralgebra von A.

(b) J(eAe) = eJ(A)e.

(c) EndA(Ae) ∼= (eAe)o, wobei Ae der von e erzeugte Untermodul des regulären A-Moduls ist.

Zusatz: Gilt auch Z(eAe) = eZ(A)e?

Aufgabe 37 (2 + 2 Punkte). Sei A eine Algebra und N ≤M A-Moduln. Zeigen Sie:

(a) (Nakayamas Lemma) Aus M = N + J(A)M folgt M = N .

(b) J(M) := J(A)M ist der Durchschnitt aller maximalen Untermoduln von M .

Hinweis: Beweis von Satz 9.15.

Aufgabe 38 (2 + 3 Punkte). Zeigen Sie für jede endliche Gruppe G:

(a) Für χ ∈ Irr(G) ist ωχ : Z(CG) → C, C+ 7→ ωχ(C) ein Homomorphismus von Algebren.

(b) Jeder Homomorphismus Z(CG) → C hat die Form ωχ für ein χ ∈ Irr(G).

Aufgabe 39 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Artin-Wedderburn-Zerlegung von RCn für n ∈ N.

Aufgabe 40 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass ein Zahlkörper K genau dann ein Zerfällungskörper für die
endliche Gruppe G ist, wenn n1, . . . , nk ∈ N mit KG ∼= Kn1×n1 × . . .×Knk×nk existieren.
Hinweis: Satz 12.7.

Aufgabe 41 (3 Punkte). SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p > 0 und G
eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, dass KG bis auf Isomorphie genau |G : G′|p′ Moduln der Dimension
1 besitzt (dabei ist |G : G′|p′ der größte zu p teilerfremde Teiler von |G : G′|).
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